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WERA 


这 是 “逻辑 与 形而上学 ”丛书 的 第 一 本 ， 讨 论 集合 论 的 基本 知识 ， 其 主 
要 目的 是 和 丛书 的 另 一 本 《数理 逻辑 一 一 证 明 及 其 限度 》 一 起 ， 为 丛书 的 第 
三 本 《数学 哲学 一 一 逻辑 与 形而上学 重 笑 >》 做 必要 的 数学 基础 知识 的 准备 。 
在 “数学 哲学 》 中 ， 我 们 将 为 一 种 “古老 而 又 革新 的 ”哲学 立场 做 全 面 的 
辩护 ， 这 种 立场 可 以 称 为 “柏拉图 主义 ”或 “数学 实在 论 "， 而 我 们 更 愿 称 
其 为 “ 哥 德 尔 主义 ”。 这 里 不 谈 这 种 的 立场 的 具体 内 容 ， 只 想 指 出 它 的 一 个 
主要 方面 ， 这 就 是 逻辑 与 形而上学 的 紧密 结合 。 事实 上 ， 从 逻辑 学 的 创立 
者 亚 里 士 多 德 那 里 开始 ， 逮 辑 学 就 是 探求 形而上学 的 工具 。 此 后 ， 莱 布 尼 
兹 、 弗 雷 格 、 哥 德尔 这 些 伟大 的 逻辑 学 家 ， 以 及 像 康 德 、 黑 格 尔 、 胡 塞 尔 这 
些 伟 大 的 哲学 家 ， 都 保持 着 轴 辑 与 形而上学 密 不 可 分 的 传统 。 但 随 着 分 析 
哲学 的 兴起 ， 经 验 论 、 自 然 主 义 和 物 理 主义 在 20 世纪 盛行 起 来 ， 逻 辑 学 反 
倒 成 了 “ 拒 斥 形而上学 ”的 利器 ， 而 上 述 传统 被 有 意 无 意 地 遗忘 了 。 在 哲 
学 界 ， 人 们 总 是 把 逻辑 学 与 分 析 哲 学 或 经 验 论 联系 在 一 起 ， 从 而 把 逻辑 学 
视 为 纯 形 式 的 、 空 洞 的 符号 演算 。 所 以 我 们 在 一 本 文集 的 编者 按 里 曾 指出 : 
(逻辑 经 验 主 义 ) 言 知识 不 过 是 经 验 归纳 之 罗列 ， 言 逻辑 不 过 是 同 语 
反复 之 句法 。 遂 使 亚 里 士 多 德 探 索 玄学 奥义 之 工具 ， 沦 为 维也纳 学 派 拒 斥 
形而上学 之 手段 。 © 

但 是 ， 纵 观 从 19 世纪 末 康 托 创立 集合 论 ， 弗 雷 格 创立 数理 逻辑 以 来 的 
100 多 年 ， 整 个 逻辑 学 和 数学 基础 的 研究 实践 与 经 验 论 的 传统 完全 不 相 容 。 
任何 物理 主义 和 自然 主义 的 哲学 立场 都 不 能 很 好 地 解释 这 种 科学 实践 ， 虽 
然 自 然 主义 者 常常 宣称 对 科学 实践 的 尊重 是 第 一 位 的 。 我 们 将 在 《数学 哲 
学 》 中 详细 讨论 这 一 点 ， 而 这 就 不 可 避免 地 涉及 当代 数学 ， 特 别 是 集合 论 
中 的 一 些 重要 的 结果 ， 它 们 具有 极 强 的 技术 性 。 在 准备 《数学 哲学 》 的 过 程 
中 ， 我 们 日 益 感觉 到 必须 有 一 些 数理 逻辑 和 集合 论 的 预备 知识 先行 让 读者 
了 解 ， 而 国内 几乎 没有 合乎 这 一 目的 的 教材 ， 这 就 形成 了 这 套 3 本 系列 从 
书 的 编写 计划 。 

中 «逻辑 与 形而上学 >， 思 想 史 研究 第 五 辑 ， 上 海 人 民 出 版 社 ，2008。 
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当然 ， 本 书 的 上 述 目 的 一 点 也 不 影响 它 作为 一 本 标准 的 初等 集合 论 教 
材 使 用 。 在 编写 过 程 中 我 们 并 未 刻意 于 针对 哲学 系 的 学 生 。 在 我 们 看 来 ， 软 
辑 只 有 一 个 ， 并 不 存在 哲学 系 的 逻辑 与 数学 系 的 逻辑 ， 中 国 的 逻辑 与 西方 
的 旬 辑 之 分 ”事实 上 ， 本 书 源 自 我 们 在 复 日 大 学 教授 集合 论 课程 的 讲义 。 这 
门 课 在 复旦 大 学 开设 多 年 ， 听 众 非 常 广泛 。 虽 然 数 学 系 的 学 生 占 多 数 ， 但 
不 乏 来 自 计算 机 、 软 件 工程 、 物 理 系 ， 甚 至 生物 系 、 经 管 类 的 学 生 ， 当 然 也 
包括 哲学 系 的 学 生 。 

本 书 的 编写 得 到 了 许多 朋友 和 同事 的 帮助 。 复 旦 大 学 杨 窒 之 先是 作为 
学 生 ， 后 是 作为 同事 ， 对 本 书 编写 给 出 了 许多 有 益 的 帮助 。 感 谢 曾 两 次 作 
为 集合 论 课 程 助教 的 复旦 大 学 数学 系 徐 天 一 同学 ， 他 和 数学 系 于 静 同学 一 
起 积极 参与 了 本 书 的 排版 和 校订 工作 ， 指 出 了 初稿 中 的 很 多 错误 ， 提 出 了 
良好 的 改进 意见 。 北 京师 范 大 学 数学 系 施 翔 晖 、 南 京 大 学 数学 系 喻 良 都 曾 
看 过 初稿 ， 并 给 出 了 有 意 的 建议 。 而 且 ， 与 他 们 日 常 的 交流 和 讨论 也 令 我 
们 受益 菲 浅 ， 在 此 说 致 谢意 。 

复旦 大 学 出 版 社 编辑 范 仁 梅 老师 对 本 书 的 出 版 付出 大 量 心血 ， 正 是 她 
细致 、 认 真 的 工作 ， 使 本 书 得 以 顺利 出 版 。 

最 后 ， 感 谢 复旦 大 学 哲学 学 院 对 本 书 的 慷慨 资助 。 


欢迎 来 到 康 托 乐园 


任何 人 都 不 能 把 我 们 从 康 托 创造 的 乐园 里 赶 出 去 。 
大 卫 。 和 希 尔 伯 特 


我 的 理论 坚 如 仍 石 ， 每 支 射 向 它 的 箭 都 会 迅速 弹 回 ， 射 向 那 
些 射手 自己 。 
格 奥 汞 格 。 康 托 


1922 年 ,一 向 温和 的 德国 数学 家 希 尔 伯 特 (David Hilbert) ， 那 个 时 代 
世界 数学 的 领袖 ， 发 表 了 一 篇 言辞 激烈 的 演讲 。 他 说 : 


外 尔 和 布 劳 维尔 的 所 作 所 为 归根 结 底 是 在 步 克 罗 内 克 的 后 
E : 他 们 要 将 一 切 他 们 感到 麻烦 的 东西 扫地 出 门 ， 并 且 以 克 罗 内 
克 的 方式 建立 起 禁止 这 些 东 西 的 独裁 统治 ， 试 图 以 此 为 数学 英 定 
基础 。 但 这 将 意味 着 肢解 和 破坏 我 们 的 科学 ， 如 果 顺 从 这 些 改革 
者 ， 我 们 就 要 冒险 ， 就 有 可 能 袁 失 大 部 分 最 宝贵 的 财富 。 外 尔 和 
布 劳 维尔 把 无 理 数 的 一 般 概念 、 函 数 甚至 是 数论 函数 、 康 托 的 
超 限 [È] 数 等 等 都 宣布 为 不 合法 。……. 我 相信 ， 正 如 克 罗 内 克 不 
能 废除 无 理 数 一 样 ……- 外 尔 和 布 劳 维尔 今天 也 不 可 能 获得 成 功 。 
不 ! 布 劳 维 尔 的 [纲领 ] 并 不 像 外 尔 所 相信 的 那样 是 正在 进行 的 
革命 ， 他 只 不 过 是 在 重演 一 场 有 人 尝试 过 的 暴动 ， 这 场 暴 动 在 当 
初 曾 以 更 凶猛 的 形式 进行 ， 结 果 却 彻底 失败 了 。 何况 今日 ， 由 于 
弗 雷 格 、 戴 德 金 和 康 托 的 工作 ， 数 学 王国 已 经 是 武装 齐备 ， 空 前 
强国。 因此 ， 这 些 努 力 从 一 开始 就 注定 要 遭受 同样 的 厄运 。@ 

四 希 尔 伯 特 ，Neubegriindung der Mathematik (1922)， 这 里 依据 的 是 威廉 ZEW (William 


Ewald) 的 英 译 The New Grounding of Mathematics， 收 录 于 爱 华 德 编 From Kant to Hilbert, 
Volume II, Oxford University Press, 1996 年 ，1119 页 。 
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HIRE : 外 尔 (Hermann Weyl) 是 希 尔 伯 特 最 好 的 学 生 之 一 ， 后 来 成 
了 他 在 哥 廷 根 的 接班 人 。 布 劳 维尔 (Luitzen Egberus Jan Brouwer) 是 希 尔 
伯 特 曾 大 力 提携 的 荷兰 数学 家 。 他 们 两 个 都 是 20 世纪 最 重要 的 数学 家 中 的 
一 员 。 这样 的 两 个 人 竟然 受到 希 尔 伯 特 如 此 激烈 的 批判 , 主要 是 因为 他 们 反 
对 另 一 位 数学 家 格 奥 尔格 * 康 托 (Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor) 
的 理论 。 这 门 理论 现在 称 为 集合 论 。 克 罗 内 克 (Leopold Kronecker) 是 康 
托 在 柏林 读书 时 的 老师 ， 也 是 康 托 最 早 、 最 激烈 的 批判 者 之 一 。 康 托 的 反 
对 者 中 还 有 更 强大 的 ， 这 就 是 和 和 希 尔 伯 特 一 样 伟 大 的 彭 加 勒 (Jules Henri 
Poincaré) ， 后 者 反对 康 托 的 言词 甚至 更 为 激烈 ， 一 则 传说 认为 彭 加 勤 曾 经 
说 康 托 的 理论 是 数学 的 疾病 ， 应 当 被 治愈 。 单 单 听 说 过 这 些 名 字 的 人 就 能 
感到 这 是 一 场 关系 重大 的 争论 。 


拒绝 无 穷 的 数学 
潜 无 穷 是 古 希 腊 的 哲学 家 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 首先 提出 的 : 


至 于 “无 穷 ” 虽 在 潜能 上 有 此 存在 ， 然 而 这 类 潜能 的 命 意 并 
不 指望 其 实现 ， 这 只 在 意识 上 有 此 潜在 而 已 。 实 际 是 这 样 ， 分 割 
一 条 线 永 不 能 分 割 完毕 。 在 分 割 过程 中 ， 潜 在 的 “无 穷 ” 是 有 的 。 
但 这 无 限 毕 竟 不 得 实现 为 独立 的 存在 。 中 


从 这 以 后 一 直到 康 托 的 时 代 ， 整个 数学 界 都 只 接受 潜在 的 无 穷 概 念 ， 
拒绝 “ 实 无 穷 ” 的 观念 。@ 伟 大 的 数学 家 高 斯 (Carl Friedrich Gauss) 的 这 
段 话 常 被 引用 : 


我 极力 反对 把 无 穷 量 当成 一 种 完成 的 东西 来 使 用 ， 这 在 数学 
上 是 绝对 不 允许 的 。 无 穷 只 不 过 是 在 实际 谈论 极限 时 的 一 个 说 
法 ， 有 些 关系 可 以 要 多 接近 就 多 接近 极限 ， 而 另 一 些 则 允许 无 限 
制 地 增长 。@ 


然而 这 种 认识 论 倾向 不 断 受到 数学 实践 的 挑战 ， 同 时 它 也 阻碍 着 对 一 
些 基 本 的 数学 概念 的 理解 。 希 尔 伯 特 多 次 提 到 的 无 理 数 概念 就 是 其 中 之 一 。 
巴 亚 里 士 多 德 , 《形而上学 》， 吴 寿 彭 译 ， 商 务 印 书馆 ，1959 年 ，178 页 。 
外 也 许 莱 布 尼 茨 是 个 例外 。 


OBRH, «1831 年 7 月 12 HAIDH (Schumacher) 的 信 >， 这 里 据 爱 华 德 的 英 译 ， 收 录 于 爱 华 德 
编 From Kant to Hilbert, Volume I, Oxford University Press, 1996 年 ，303 页 。 
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虽然 任何 有 理 数 可 表示 为 两 个 整数 之 比 ， 然 而 无 理 数 却 不 能 用 有 穷 个 有 理 
数 来 表达 。 这 就 意味 着 在 拒绝 实 无 穷 的 数学 中 ， 无 理 数 的 概念 无 法 得 到 说 
明 ， 因 而 实数 概念 也 不 能 得 到 说 明 ， 所 以 克 莱 因 (Morris Kline) 在 《古今 
数学 思想 》 中 慨叹 说 : 


数学 史上 最 使 人 惊奇 的 事实 之 一 ， 是 实数 系 的 逻辑 基础 竟 迟 
至 19 世纪 后 叶 才 建立 起 来 。 在 那 以 前 ， 即 使 正 负 有 理 数 与 无 理 
数 的 最 简单 的 性 质 也 没有 这 辑 地 建立 ， 连 这 些 数 的 定义 也 还 没 
A. © 


直到 柯 西 (Augustin-Louis Cauchy) 提出 极限 的 概念 ， 情 况 才 有 所 转 
机 。 按 照 这 种 方法 ， 无 理 数 ， 例 如 V3 可 以 被 看 作 有 理 数 序列 : 


1.4, 1.41, 1.414, 1.4142,... 


的 极限 。 这 样 ， 无 理 数 得 到 了 说 明 ， 同 时 又 保持 了 洪 无 限 的 认识 论 。 因 为 以 
上 序列 并 非 完 成 了 的 无 穷 ， 而 只 是 不 断 接近 的 过 程 。 可 是 ， 这 里 面 存在 着 
逻辑 上 的 循环 。 按 照 柯 西关 于 极限 的 的 定义 ， 必 须 先 知道 极限 V3, 才能 确 
定 这 个 有 理 序列 是 否 收敛 于 V3。 但 是 在 定义 出 无 理 数 之 前 ， 我 们 并 不 知 
道 V2 是 什么 。 对 此 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Karl Theodor Wilhelm Weierstrass) 
做 了 改进 ， 以 避免 这 种 逻辑 循环 。 他 把 序列 


1.4, 1.41, 1.414, 1.4142,... 


的 极限 看 作 集合 


{1.4, 1.41, 1.414, 1.4142,...} 
而 无 理 数 V2 就 被 定义 为 这 个 集合 。 这 样 ， 就 像 有 理 数 由 整数 来 定义 一 
样 ， 无 理 数 总 算 可 以 用 有 理 数 来 定义 了 。 可 是 以 上 定义 却 把 一 个 无 穷 集合 
{1.4, 1.41, 1.414, 1.4142,...} 看 作 了 “完成 了 的 整体 ”， 这 就 超出 了 洪 无 穷 
的 认识 论 。 
中 克 莱 因 , 《古今 数学 思想 ?， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，2002 年 ， 第 四 卷 41 页 。 
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康 托 对 无 穷 的 探索 


一 个 集合 的 基数 是 其 所 包含 的 元 素 的 个 数 。 一 般 人 们 通过 “ 数 数 ” 来 
确定 一 个 集合 的 基数 ， 例 如 


o> p 
Ho} 
NO S 
w> > 


确立 了 集合 {h,O,9, 0} 有 4 个 元 素 。 而 这 个 数 数 的 过 程 可 以 抽象 为 在 集 
合 {&,0,9,@} 与 集合 4 = {0,1, 2,3} 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 。 所 以 ， 如 
果 两 个 集合 之 间 有 一 一 对 应 ， 那 它们 的 基数 一 定 相等 : 


A 和 B 基数 相等 ,或 者 称 为 “等 数 ” 的 当 且 仅 当 4 和 B 之 间 有 一 一 对 应 。 


康 托 注意 到 可 以 确定 两 个 集合 等 数 ， 而 不 必 知 道 其 中 任何 一 个 的 基数 。 例 
如 ， 如 果 你 看 到 教室 里 座无虚席 ， 又 没有 人 站 着 ， 你 就 可 以 确定 椅子 的 基 
数 与 人 的 基数 是 相等 的 ， 虽 然 你 不 知道 教室 里 到 底 有 多 少 人 和 椅子 。 现 在 
考虑 一 个 无 穷 的 集合 ， 例 如 ， 全 体 自然 数 的 集合 N。 人 们 很 早 就 发 现 : 


0123 4 5 


FTT f? 
014 9 16 25 … 


全 体 自 然 数 和 全 体 平方 数 是 等 数 的 ! 而 后 者 是 前 者 很 小 的 一 部 分 。 这 似乎 
违背 了 基本 的 数学 原则 : 整体 大 于 部 分 。 但 这 并 不 是 真正 的 困难 。 整 体 大 
于 部 分 只 是 有 穷 集 合 的 性 质 ， 而 与 自己 的 一 部 分 等 数 ， 是 无 穷 集合 区 别 于 
有 穷 集合 的 性 质 。 


康 托 继 续 考 虑 更 大 的 集合 ， 全 体 有 理 数 的 集合 Q。 很 快 他 就 发 现 
Q 与 N 也 是 等 数 的 ! ( 毫 无 疑问 ， 你 将 在 本 书 中 看 到 证 明 ， 所 以 此 处 就 不 
提 及 细节 了 。) 这 个 惊人 的 结果 促使 我 们 猜想 ， 也 许 所 有 的 无 穷 集 合 都 是 等 
数 的 ， 如 果真 是 那样 ， 无 穷 不 就 只 是 个 乏味 而 平凡 的 概念 了 吗 ”幸运 的 是 ， 
康 托 很 快 就 利用 对 角 线 法 证 明 全 体 实数 的 集合 RAG N 等 数 。 换 句 话 说， 
R 的 基数 是 比 N 的 基数 更 大 的 无 穷 。 这 一 结果 打开 了 康 托 的 乐园 一 一 对 无 
穷 进行 研究 的 大 门 ! 实际 上 ， 运 用 对 角 线 法 ， 康 托 证 明了 对 任意 集合 X, 
X HRR (BN X 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 ) P(X) 的 基数 总 是 大 于 X 的 基 
数 。 因 此 ， 无 论 一 个 集合 的 基数 有 多 大 ， 总 可 以 通过 它 的 寡 集 找到 比 它 更 
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大 的 基数 。 例 如 PR) 就 是 比 实数 集合 R 的 基数 更 大 的 集合 。 康 托 把 无 穷 
基数 称 为 超 穷 数 。 第 一 个 超 穷 数 是 N 的 基数 ， 康 托 用 No 表示 ， 而 下 一 个 
超 穷 数 就 是 Ni ， 于 是 超 穷 数 的 序列 : 


No, Ni, No, N3, 


同时 康 托 把 实数 集合 R 的 基数 记 为 c， 这 是 因为 实数 集合 常常 被 称 为 “ 连 
续 统 (continumm)”。 如 上 所 说 ， 康 托 已 经 证 明 c> No。 由 此 ， 他 作出 如 下 
猜想 : 


C= Nie 


他 认为 自己 很 快 就 能 证 明 这 个 猜想 。 可 是 ， 康 托 没有 想到 的 是 ， 这 个 被 称 
为 “连续 统 假设 ”的 猜想 ， 经 过 数学 家 一 个 多 世纪 的 努力 ， 至 今 仍 未 彻底 地 
解决 。 


布尔 伯 特 第 一 问题 


1900 年 夏天 ， 巴 黎 迎 来 了 新 世纪 的 第 一 次 数学 家 大 会 。 这 一 年 38 岁 的 
和 希 尔 伯 特 在 事业 上 正如 日 中 天 。 他 在 受 邀 发 表 的 报告 中 ， 展 望 了 新 世纪 数 
学 的 前 景 ， 紧 接着 提出 了 23 个 他 认为 重要 的 、 在 当时 却 尚 未 解决 的 问题 ， 
向 20 世纪 的 数学 家 提出 挑战 。 这 23 个 数学 问题 对 20 世纪 数学 发 展 的 影响 
怎样 估计 都 不 会 过 分 。 在 此 后 的 100 多 年 里 ， 它 们 成 为 年 轻 数学 家 的 行路 
指南 。 任 何 能 解决 其 中 某 个 问题 的 人 都 会 在 数学 界 赢得 声望 。 到 今天 ， 除 了 
有 两 个 被 认为 太 过 模糊 或 者 不 属于 数学 问题 外 ， 这 23 个 问题 中 ， 只 有 两 个 
尚未 有 任何 形式 的 解决 。 其 中 一 个 是 “ 黎 曼 假设 ”(Riemann hypothesis) , 
它 又 作为 新 的 世纪 ， 即 21 tec BE Bees HOR, IF RL 
美元 的 奖励 。 


位 于 这 23 个 神奇 的 问题 首位 的 就 是 康 托 的 连续 统 假设 。 所 以 连续 统 问 
题 也 称 为 “ 希 尔 伯 特 第 一 问题 ”。 除 了 表明 这 是 一 个 伟大 的 数学 问题 外 ， 还 
表明 希 尔 伯 特 对 康 托 超 穷 数 理论 的 巨大 肯定 。 联 想到 本 章 开始 所 氢 述 的 对 
康 托 理论 的 强烈 反对 ， 有 希 尔 伯 特 这 种 有 巨大 影响 力 的 数学 家 的 坚定 的 支 
持 ， 对 集合 论 之 后 的 发 展 具有 决定 性 的 意义 。 他 的 名 言 : 


任何 人 都 不 能 把 我 们 从 康 托 创造 的 乐园 里 赶 出 去 。 


Vv 


集合 论 


直到 今天 还 在 鼓舞 着 数学 家 们 对 集合 论 的 探索 。1938 年 ， 库 尔 特 ， 哥 德尔 
(Kurt Gadel) ，“ 亚 里 士 多 德 以 来 最 伟大 的 逻辑 学 家 "， 在 希 尔 伯 特 第 一 问 
题 上 获得 重要 突破 ， 这 时 距离 希 尔 伯 特 提出 这 个 问题 已 经 近 40 年 了 。 哥 德 
尔 的 结果 将 在 本 书 的 第 八 章 中 讲述 ， 这 里 我 们 先 用 最 直观 的 方式 陈述 于 下 : 


哥 德 尔 证 明 : 在 现 有 数学 的 框架 内 ， 不 能 证 明 连 续 统 假设 是 假 的 。 


时 间 又 过 了 20 多 年 ， 美 国 数学 家 保罗 : 科恩 (Paul Cohen) 在 1963 年 再 
次 取得 进展 ， 他 证 明 : 


在 现 有 数学 的 框架 内 ， 不 能 证 明 连 续 统 假设 是 真 的 。 


科恩 因此 获得 了 数学 界 的 最 高 荣誉 非 尔 兹 奖 。 哥 德尔 和 科恩 的 结果 表明 ， 
连续 统 问 题 的 解决 ， 依 赖 于 更 强 有 力 的 手段 ， 而 这 是 现今 的 数学 所 不 具备 
的 。 科 恩 的 结果 将 在 第 九 章 讨论 。 

集合 论 早期 和 其 后 的 发 展 是 一 个 广泛 的 课题 ， 我 们 在 本 书 的 最 后 还 会 
回 到 这 个 话题 上 来 ， 此 处 的 介绍 难免 挂 一 漏 万 。 它 只 是 在 这 个 广阔 的 领域 
内 选取 一 条 花香 四 滋 的 小 径 ， 目 的 是 引领 你 来 到 康 托 乐园 的 门 前 。 而 此 刻 ， 
假设 我 们 目的 已 经 达到 ， 你 已 被 带 到 一 个 美丽 的 所 在 ， 门 口 写 着 “ 康 托 乐 
园 ”， 透 过 大 门 ， 你 甚至 看 到 了 园 中 绽放 的 美丽 花 朱 “连续 统 假 设 "。 如 果 你 
已 被 眼前 的 美景 所 吸引 ， 那 么 ， 请 进 ! 
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第 一 章 ”集合 与 公理 


对 于 一 个 科学 工作 者 来 说 ， 最 不 幸 的 事情 莫 过 于 : 当 他 的 工 
作 接 近 完 成 时 却 发 现 那 大 厦 的 基础 已 经 动摇。 


哥 特 洛 布 。 tb EH 


1902 年 6 月 , 居住 在 德国 小 镇 耶 拿 的 数学 家 哥 特 洛 布 . 弗 雷 格 (Gottlob 
Frege) 收 到 了 寄 自 贝 特 兰 . 罗素 (Bertrand Russell) 的 来 信 。 此 时 的 弗 
雷 格 已 经 53 岁 ， 正 路 路 满 志 地 等 待 他 的 巨著 《算术 基本 规律 > 第 二 卷 
( Grundgesetze der Arithmetik, Band II) 的 出 版 ， 它 已 被 送 往 印 刷 厂 ， 而 
第 一 卷 已 经 于 1893 年 就 出 版 了 。 他 相信 自己 完成 了 一 项 重大 的 工程 : 把 全 
部 数学 置 于 逻辑 的 牢固 基础 之 上 。 他 令 人 信服 地 证 明 ， 用 他 20 年 前 建立 的 
逻辑 演算 ， 再 加 上 “(集合 间 的 ) 属于 ”这 样 一 个 简单 概念 ， 可 以 表达 出 全 
部 的 数学 。 可 是 ， 罗 素 的 信 却 使 弗 雷 格 的 工程 面临 巨大 挑战 。 


在 翌年 出 版 的 “算术 基本 规律 》 第 二 卷 中 ， 人 们 发 现 增加 了 作者 写 于 
1902 年 10 月 的 《附录 二 >》， 它 的 开头 是 这 样 的 : 


对 于 一 个 科学 工作 者 来 说 ， 最 不 幸 的 事情 莫 过 于 : 当 他 的 工 
作 接 近 完 成 时 却 发 现 那 大 厦 的 基础 已 经 动摇 。 而 贝 特 兰 。 罗素 的 
一 封 信 却 置 我 于 这 样 的 境地 。@ 


是 什么 使 弗 雷 格 如 此 绝望? 罗素 的 信 中 有 什么 东西 如 此 沉重 地 打击 了 这 位 
数学 家 ? 如 何 抒 救 那 “基础 已 经 动摇 的 大 厦 "? 本 章 就 来 回答 这 些 问 题 。 


ORE, The Basic Laws of Arithmetic, HIRU (Montgomery Furth) 编译 ， 加 利 福 尼 亚 大 学 
出 版 社 ，1964 年 ，127 页 。 


11 PREC 
合 论 之 父 康 托 是 在 素 朴 (直观 ) 的 意义 上 理解 集合 并 进行 其 开创 性 研 
究 的 。 他 在 《 超 穷 数理 论 基 础 》 一 书 中 为 集合 做 了 这 样 的 “定义 ”: 


我 们 将 集合 理解 为 任何 将 我 们 思想 中 那些 确定 而 彼此 独立 
的 对 象 放 在 在 一 起 而 形成 的 聚合 。 四 


按照 这 种 对 集合 的 理解 ， 弗 雷 格 在 建造 自己 的 大 厦 时 使 用 以 下 概括 原则 应 
该 毫 无 问题 : 


对 任意 性 质 小， 存在 集合 X = {r | o(z)}, 
X 恰好 含有 所 有 具有 性 质 y 的 对 象 。 (*) 


可 就 在 以 上 提 到 的 1902 年 致 弗 雷 格 的 信 中 ， 罗 素 指出 这 是 一 条 自 相 了 矛盾 的 
原则 ! 


S p 为 性 质 “ 不 属于 自己 的 集合 ”, 即 p(x) = “zx 是 集合 并 且 zx gz”， 
则 根据 (*) ， 存 在 以 下 集合 


R= {z | 9(z)}. 


R 恰好 包含 所 有 “不 属于 自身 ”的 集合 。 由 于 RR 本 身 是 集合 ， 所 以 可 以 问 
RR 是 否 属 于 R? WR RET R, 根据 RAEN, RAPER y, 可 性 质 
yp 是 说 不 属于 自身 ， 因 此 RE R; WR RER, N R 是 不 属于 自身 的 集合 ， 
因此 有 性 质 gp， 根据 R 的 定义 ,就 有 RER. MA, RETF R 当 且 仅 当 R 
不 属于 RR。 这 个 矛盾 就 是 著名 的 罗素 悖 论 。 

罗素 悖 论 的 发 现 并 不 是 突然 的 。 在 此 之 前 很 多 类 似 的 悖 论 已 被 注意 到 ， 
例如 康 托 自己 发 现 的 关于 最 大 基数 的 悖 论 和 布 拉 里 - 福 尔 弟 (Burali-Forti) 
悖 论 。 然 而 ， 由 于 它们 不 像 罗 素 悖 论 那样 简明 而 未 受 重 视 。 不 过 在 如 何 看 
待 罗素 悖 论 的 问题 上 有 着 很 大 的 分 歧 。 

布 劳 维 尔 、 外 尔 以 及 彭 加 勤 等 把 悖 论 视 为 是 对 康 托 集 合 论 的 致命 一 击 ， 
认为 人 类 应 该 抛弃 这 个 学 科 ， 即 ， 放 弃 对 超 穷 数 的 探索 。 希 尔 伯 特 虽然 认 
为 康 托 的 理论 必须 保留 ， 但 希望 能 用 数学 “有 穷 的 部 分 ”来 证 明 超 穷 部 分 
的 一 致 性 ， 这 就 是 他 的 元 数学 思想 ， 一 般 称 为 “ 希 尔 伯 特 计划 ”。 


OREHE, Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers， 非 利 普 : 乔丹 
(Philip Jourdain) 英 译 ，Dover Publications，1915 年 ，85 页 。 
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哥 德 尔 没 有 把 罗素 悖 论 看 作 是 数学 的 严重 问题 , 他 认为 悖 论 出 现 于 “ 数 
学 的 边界 上 ”, 而 且 是 靠近 哲学 的 边界 上 ， 对 数学 本 身影 响 不 大 。 他 还 认为 ， 
通过 对 康 托 集合 论 的 公理 化 ， 悖 论 已 经 被 “完美 地 ”解决 了 。@ 

在 介绍 这 种 分 歧 时 不 可 避免 地 要 涉及 哲学 ， 而 本 书 的 至 少 一 部 分 读者 
是 数学 家 ， 他 们 本 能 地 会 对 哲学 抱 有 某 种 并 不 亲切 的 态度 。 但 是 ， 集 合 论 
作为 数学 的 一 个 非常 独特 的 领域 ， 是 不 可 能 完全 避免 哲学 讨论 的 。 在 哥 德 
尔 看 来 ， 集 合 论 甚 至 可 以 说 是 某 种 数学 化 了 的 哲学 。 其 实 ， 任 何 数学 家 , 无 
论 从 事 具 体 的 哪个 领域 ， 都 会 面临 至 少 一 个 问题 : 像 自然 数 、 有 理 数 以 及 
实数 这 样 的 “数学 对 象 ”是 客观 存在 的 呢 ， 还 是 出 自 人 类 的 构造 ?我 们 证 
明 的 数学 定理 是 像 物理 定律 那样 是 对 某 个 客观 世界 的 真实 描述 ， 还 是 只 不 
过 是 我 们 玩 的 一 种 文字 游戏 ”那些 把 数学 世界 看 作 独 立 于 我 们 、 独 立 于 物 
理 世 界 的 客观 存在 ， 把 数学 定理 视 为 是 对 这 个 客观 世界 的 真实 描述 的 观点 ， 
在 哲学 上 被 称 为 “实在 论 ”, 或 者 “柏拉图 主义 ”。 哥 德尔 是 柏拉图 主义 最 好 
的 代表 。 

回 到 罗素 悖 论 。 在 哥 德 尔 看 来 ， 悖 论 的 出 现 只 有 一 个 原因 ， 

客观 的 集合 宇宙 认识 的 不 够 清楚 。 在 物理 理论 中 类 似 的 情况 经 常 出 现 ， 
且 是 物理 学 向 前 发 展 的 一 种 基本 形式 。 m Rea, 
学 伽利略 (Galileo Galilei) 变换 之 间 的 矛盾 ， 是 因为 我 们 对 物理 时 空 的 认 
识 尚 不 准确 。 通 过 解决 这 个 矛盾 而 出 现 的 相对 论 则 把 我 们 对 时 空 的 认识 推 
进 了 一 大 步 。 基 于 其 实在 论 的 立场 ， 哥 德尔 有 强烈 的 将 数学 、 数 学 世界 与 
物理 、 物 理 世 界 相 类 比 的 倾向 。 他 认为 罗素 悖 论 像 物理 中 出 现 的 一 些 矛 盾 
一 样 ， 并 不 造成 对 整个 学 科 的 困扰 ， 而 且 随 着 策 梅 罗 (Ernst Zermelo) 公 
理化 集合 论 的 提出 ， 这 个 问题 已 经 完美 地 解决 了 ， 而 解决 之 道 就 是 基于 数 
理 逻 辑 的 公理 化 方法 。 


1.2 一 点 数理 逻辑 


避免 罗素 悖 论 的 成 熟 方 案 就 是 建立 集合 论 的 公理 化 系统 ， 以 “ 隐 定 义 ” 
的 方式 精确 刻画 集合 ， 而 不 是 仪 停留 在 朴素 的 直观 上 。 我 们 在 下 一 节 中 将 
a 个 形式 化 的 公理 系统 ZFC, AEA ATER LER ee E 


to 


® 8} (£7, The Modern Development of the Foundations of Mathematics in the Light of 
Philosophy, #% Collected Works, Volume III. Unpublished Essays and Lectures, W3% (S. 
Feferman) 等 人 编辑 ，Oxford University Press. 375-387 页 。 
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我 们 假定 读者 已 经 知道 形式 语言 、 逻 辑 符 号 、 非 逻辑 符号 、 项 、 公 式 、 
自由 变 元 、 约 束 变 元 、 语 句 ( 即 不 含 自由 变 元 的 公式 ) ， 等 等 这 些 句法 概 
Qo 事实 上 ， 可 以 把 形式 语言 的 初始 符号 指定 为 自然 数 ， 如 1 表示 左 括号 
(，5 表示 否定 词 ~-， 等 等 ， 而 公式 或 语句 就 可 看 作 自 然 数 的 有 穷 序 列 。 假 
BE p = (ni,… ,nm) 是 这 样 的 一 个 公式 ， 令 pi,… ,pm 为 前 mm 个 素数 ， 则 


N. 


Pips a ey 

就 是 由 p 唯一 决定 的 一 个 自然 数 ， 所 以 每 个 公式 和 语句 作为 数学 对 象 ， 也 
可 视 为 是 自然 数 。 我 们 令 Loe 表示 集合 论 的 语言 ， 除 了 逻辑 符号 和 括号 ， 
它 只 包含 一 个 二 元 谓词 c- 

假设 2 是 一 个 公式 集 ，p 是 一 个 公式 ,所谓 从 Zl yp 的 一 个 推演 ， 是 
指 一 个 有 穷 的 公式 序列 pl,… , pn， 其 中 每 个 pi 或 者 属于 L, Re 
公理 , 或 者 由 在 它 之 前 的 公式 wj 和 wk =9; 一 pi FE, 并且 y= wn， 通 
常 记 作 Dt po HAH, WRT 是 语句 集 ， 而 o HI, WRTH, 就 
称 存在 全 到 o 的 一 个 证 明 。 

如 果 语 句 集 了 WE: 对 任意 语句 o, 全 He 当 目 仅 当 oe T, WTA 
一 个 对 证 明 封闭 的 语句 集 ， 就 称 了 T ABH. BRT 是 理论 ， 如 果 存 在 一 个 
语句 集 ACT 使 得 对 任意 o cT AAH, EAE T RAR. 
如 果 理 论 T 的 公理 集 A 是 递归 的 ， 即 ， 任 给 一 个 语句 ， 我 们 可 以 在 有 穷 步 
内 用 完全 机 械 的 方法 判定 它 是 否 属于 A, MET 是 可 公理 化 的 。 “递归 ” 
的 有 时 也 称 为 可 判定 的 或 可 计算 的 。 这 些 概念 都 源 自 自然 数 上 的 关系 和 郴 
数 的 性 质 ,， 之 所 以 能 应 用 到 此 处 ， 是 因为 如 上 所 述 ， 公 式 和 语句 ， 乃 至 证 明 
作为 数学 对 象 ， 都 可 看 作 自 然 数 。 

事实 上 ， 前 面 提 到 的 形式 语言 的 公式 、 语 句 、 "从 全 到 o 的 证 明 ” 等 
句法 概念 都 是 递归 的 ， 还 有 ， 对 公式 编码 的 运算 也 是 递归 的 。 

不 过 理论 本 身 ， 作 为 自然 数 的 一 个 集合 ， 通 常 不 是 递归 的 ， 而 仅仅 是 
“ 半 递 归 的 ”， 即 如 果 c es T， 我 们 可 以 在 有 穷 步 内 知道 这 一 点 ， 但 如 果 
og 44 T， 我 们 却 可 能 无 法 在 有 穷 步 内 得 出 结论 ， 这 样 的 集合 通常 称 为 递归 可 
枚 举 的 。 

我 们 用 “理论 T” 这 个 短语 既 指 理论 T 本 身 ， 也 指 它 的 公理 集 ， 如 我 
们 下 一 节 会 介绍 的 理论 ZFC。 一 个 理论 T 是 一 致 的 当 且 仅 当 没 有 语句 o 
ETH OAO 

以 上 简单 的 讨论 涉及 了 数理 逻辑 的 两 个 很 重要 的 思想 。 首 先 ， 虽 然 我 
们 可 以 在 ZFC 内 谈论 很 大 的 无 穷 ， 例 如 ， 不 可 达 基 数 ， 但 是 叙述 ZFC 的 
形式 语言 以 及 形式 理论 ZFC 本 身 却 都 是 “有 穷 ” 对象 : 自然 数 或 自然 数 的 
有 穷 序 列 ， 以 及 自然 数 上 的 递归 关系 。 
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ZFC 是 我 们 谈论 的 对 象 ， 被 称 为 “对 和 象 理论 ”"， 它 是 可 以 严格 形式 化 
的 ， 即 可 以 被 看 作 明确 的 数学 对 象 。 而 用 来 谈论 和 研究 它 的 理论 ， 即 “元 理 
论 " ， 却 是 “直观 ”的 ， 不 能 严格 地 形式 化 ， 不 是 数学 的 对 象 。 元 理论 的 边 
界 通常 是 模糊 的 ， 但 从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ， 它 至 少 需要 包含 一 些 初等 算 
术 的 内 容 ， 否 则 我 们 根本 不 能 有 形式 语言 、 语 句 、 证 明 以 及 编码 这 些 概念 。 
不 同 哲学 立场 人 容许 不 同 强度 的 元 理论 。 柏 拉 图 主义 者 会 容许 更 强 的 元 理 
论 ， 而 有 穷 主义 者 或 形式 主义 者 则 通常 会 要 求 元 理论 中 不 能 涉及 “ 实 无 穷 ” 
的 概念 。 不 过 以 上 讨论 的 所 有 人 句法 概念 都 是 递归 的 ， 因 而 是 严格 有 穷 的 对 
象 ， 所 以 不 与 任何 哲学 立场 冲突 。 


1.3 公理 


我 们 不 可 能 证 明 所 有 的 命题 。 所 以 任何 理论 必须 有 一 些 作 为 出 发 点 的 
命题 ， 它 们 是 不 需要 证 明 的。 而 所 有 其 他 命题 则 是 这 些 初始 命题 根据 逻辑 
的 推论 。 这 些 初始 的 命题 称 为 公理 。 形 式 主义 者 认为 ， 在 满足 一 致 性 的 前 
提 下 ， 我 们 可 以 随便 选取 一 些 命题 作为 公理 ， 只 要 它们 足够 推出 我 们 所 需 
的 定理 来 就 可 以 了 。 但 是 ， 在 数学 发 展 的 实践 中 ， 选 取 哪 些 命题 作为 公理 
总 是 依赖 于 一 些 原则 。 其 中 最 重要 的 标准 就 是 直观 上 的 显然 性 。 公 理 既 然 
是 不 需要 证 明 的 ， 那 它 的 真理 性 就 应 该 一 目 了 然 ， 使 任何 人 都 不 会 怀疑 它 
是 真 的 。 当 然 ， 这 条 标准 并 不 是 严格 明确 的 ， 历 史上 也 多 次 为 某 个 公理 的 
自明 性 发 生 争 论 。 早 的 如 欧 几 里 得 (Euclid) 的 第 五 公设 。 晚 近 一 点 的 如 选 
择 公理 。 虽 然 如 此 ， 关 于 自明 性 我 们 还 是 有 一 些 基本 的 判断 。 比 如 ， 绝 大 部 
分 人 会 认为 “如 果 两 个 集合 有 相同 的 元 素 ， 那 么 这 两 个 集合 就 会 相等 ”是 
显然 真 的 ， 而 很 少 人 会 觉得 “不 存在 一 个 无 穷 基数 ， 它 大 于 全 体 自然 数 的 
基数 ， 而 小 于 全 体 实数 的 基数 ”是 显然 真 的 。 


任何 形式 的 公理 系统 都 包含 一 些 逻 辑 公 理 。 读 者 可 以 在 任何 一 部 关于 
数理 逻辑 的 书 中 找到 这 些 公理 。® 就 本 书 的 目的 来 讲 ， 我们 不 必 细 究 这 些 逻 
辑 公理 。 它 们 所 陈述 的 是 一 些 逻 辑 真 理 。 反 过 来 ， 如 果 我 们 的 证 明 已 经 直 
观 地 遵循 了 那些 众所周知 的 逻辑 原则 ， 也 就 已 经 承认 并 使 用 了 这 些 逻 辑 公 
理 。 但 是 ， 有 一 条 逻辑 公理 值得 强调 : 


中 可 以 参考 文献 [2]。 


集合 论 


存在 公理 0 (Exi) © 存在 一 个 集合 ， 
(Es = z). (1.1) 
这 条 逻辑 公理 提醒 我 们 ,我 们 所 遵循 的 逻辑 有 一 个 本 体 论 上 的 承诺 : 我 
们 所 谈论 的 世界 不 能 是 虚无 的 ， 它 至 少 存在 着 一 个 事物 ; 具体 到 当前 的 课 


题 ， 就 是 说 至 少 存在 一 个 集合 时 ， 我 们 所 有 的 讨论 才 会 获得 意义 。 虽 然 策 
梅 罗 最 早 使 用 了 比 这 更 强 的 公理 : 


存在 一 个 不 含 任何 元 素 的 集合 。 
但 后 面 将 会 看 到 ， 不 含 任何 元 素 的 集合 可 以 定义 出 来 。 


外 延 公理 1 (Ext) 两 个 有 相同 元 素 的 集合 相等 : 


VXVYVu(ue X HUEY) 9X=¥~ (1.2) 


HF X =Y > Vu(ueX oucY) 是 逻辑 的 定理 ， 我 们 有 
VuueX HUEY) GO X=Yo (1.3) 


这 个 公理 表明 集合 是 由 其 元 素 决定 的 。 


1.3.1. 练习 ON 是 自然 数 的 集合 ，< 是 自然 数 上 的 序 关 系 ， 证 明 : 外 延 
公理 在 (N,<) 中 成 立 。 即 ， 证 明 ， 如 果 我 们 把 符号 “e” 理 解 为 自然 数 上 
的 <， 把 量词 “Y (所 有 的 )” 理 解 为 “所 有 的 自然 数 "， 把 “ 习 (至 少 存在 
一 个 )” 理 解 为 “至 少 存在 一 个 自然 数 "， 那 么 外 延 公理 是 真 的 。 


分 离 公理 模式 2 (Sep) + p(w) 为 公式 。 对 任意 集合 XX， 存 在 一 个 集合 
Y = {ueX |v(u}: 


VXIYVu(uEeY OuEXAY(u)). (1.4) 


我 们 称 其 为 分 离 公 理 模式 ， 是 因为 它 实 际 上 代表 着 无 穷 多 条 公理 。 对 
于 每 一 公式 pg， 都 存在 相应 的 一 个 分 离 公理 。 分 离 公理 有 很 多 不 同 的 称呼 。 
由 于 它 是 对 概括 原则 的 限制 ， 所 以 有 时 就 称 为 概括 公理 。 又 由 于 公理 中 的 
Y 实际 上 是 X 的 一 个 子 集 ， 所 以 有 时 也 称 为 子 集 公 理 。 然 而 ， 更 多 的 时 候 
它 被 称 为 分 离 公理 。 

四 括号 中 为 该 公理 的 简称 ， 并 非 都 是 通行 ， 只 不 过 本 书 中 时 常 使 用 。 
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分 离 公 理 是 对 “概括 原则 ”(*) 的 限制 。 给 定 一 个 性 质 (xz)， 概 括 原 则 
允许 我 们 定义 集合 Y = {zx | (zx)}, 但 分 离 公理 却 不 允许 这 样 做 。 除 了 给 定 
的 性 质 w(z)， 我 们 还 需要 已 经 存在 的 集合 X， 才 能 利用 yle) MX 中 分 离 
出 集合 YY。 正 如 策 梅 罗 指 出 的 ， 这 条 公理 不 同 于 概括 原则 之 处 就 在 于 “ 它 
有 以 下 的 限制 。 首 要 的 是 集合 不 能 通过 这 条 公理 独立 地 定义 ,而 是 必须 从 
已 经 存在 的 集合 中 被 分 离 出 来 ; 这 样 ， 包含 九 盾 的 概念 ， 如 “所 有 集合 的 集 
E? eee 就 被 排除 了 。”( [13]) 策 梅 罗 所 提 到 的 排除 “所 有 集合 的 集合 ”这 
一 概念 ， 正 是 为 了 避免 罗素 悖 论 这 样 的 困境 。 

假设 pg(z) = rz 4 xz， 分 离 公理 不 能 确定 R = {zly(z)} 这 样 的 类 为 集 
合 。 而 是 断定 对 任意 已 经 存在 的 集合 X, Rx = {zeEX|p(z)} 是 集合 。 显 
然 ， 或 者 Rx g Rx 或 者 Rx ERxo 但 如 果 Rx € Rx, 则 必 有 RxEX 且 
Rx ¢ Rx, Fo PARA Rx ¢ Rx。 看 起 来 我 们 又 要 陷入 悖 论 的 陷阱 
中 。 但 此 时 ，Rx g Ry ASR, ANCA Ry EX, RA 
能 从 Rx € Rx 推出 Rx © Rx 了 。 通 过 以 上 分 析 ， 我 们 证 明了 : 对 任意 集 
BX, BETES Rx, EF Rg 和 X， 因 此 所 有 集合 的 集合 不 存在 
( 见 [13] 定理 10)。 


令 plu) 为 一 个 性 质 。 如 果 存 在 集合 X 满足 对 任意 u, plu) A 
HE ueX, M {ul p(w)} = {ueX|y(w)}， 根 据 分 离 公理 ， 这 样 
的 集合 存在 ， 并 且 这 个 集合 不 依赖 于 X, M, WRA X 也 满足 
plu) 蕴涵 着 weEX'， 则 {ueX |plu)} = {ueEX'|yw(wu)}。 这 种 情况 下 ， 
{u | p(u)} = {ue X | y(u)}, EF X 是 满足 以 上 条 件 的 任意 集合 。 据 此 ， 
由 于 zx 关 x 一 TEX 总 是 真 的 ， 而 且 根 据 公 理 0， 至 少 存在 一 个 集合 ， 所 
以 : 


1.3.2. 定义 {cx |c Ac} 是 集合 ， 并 且 根 据 外 延 公理 ， 它 是 唯一 的 ， 称 为 空 
E, it 0. 
1.3.3. 练习 证 明 集 合 {x | z Ax} 是 唯一 的 。 


应 该 注意 的 是 ， 如 果 不 存在 集合 X 满足 对 任意 u, plu) 蕴涵 着 ue X, 
WW {u | p(w)} 就 不 是 集合 。 因 此 我 们 有 如 下 定义 : 


1.3.4. 定义 4 plu) 为 一 个 性 质 ， 则 依据 上 面 的 分 析 fu | plu} 不 一 定 是 
集合 ， 这 样 的 对 象 称 之 为 类 (class ) ， 特 别 地 ， 不 是 集合 的 类 又 称 为 真 类 


(proper class) 。 


集合 论 


显然 ， 每 个 集合 都 是 类 ， 例 如 {z | z 关 zj。 但 有 些 类 不 是 集合 ， 例 如 ， 
R={X|X ¢ X} 就 是 真 类 。 


1.3.5. 注 由 于 集合 论 谈论 的 都 是 集合 ， 所 以 不 是 集合 的 真 类 不 是 集合 论 的 
合法 对 象 。 但 是 为 了 方便 ， 今 后 我 们 一 般 用 粗 体 的 大 写字 母 表示 类 ， 例 如 
用 V 表示 “所 有 集合 ”的 类 ， 而 公式 re V 不 过 是 说 r ERA, SMT 
公式 xz = z。 再 例如 ， 以 上 罗素 类 会 记 作 R={r|rgr}, Mere RR 就 是 
说 z gz。 读 者 要 注意 的 是 ，z e V 不 是 集合 论语 言 中 的 公式 ， 它 不 过 是 集 
合 论 公 式 z = z 的 一 种 记 法 。 


1.3.6. 定义 由 分 离 公 理 ， 我 们 可 以 断定 任意 两 个 集合 的 交 和 差 仍 然 是 集合 ， 
分 别 定 义 如 下 : 
XNY={uluexAueY}, X-Y={ul|uexXAu€gY}o 
事实 上 ， 对 任意 集合 X #0, EMER 
QX ={u| YY (Y EX >uEY)} 


也 是 集合 。 
1.3.7. 练习 证 明 以 上 命题 ， 并 且 想 一 想 如 果 X = 1 会 有 什么 问题 。 


对 集 公 理 3 (Pai) 对 任意 a 和 D， 存 在 一 个 集合 只 以 a,b 为 元 素 : 
Vavb3cVr(z Ec & x =aV z = b)o (1.5) 


根据 外 延 公 理 ， 这 样 的 集合 c 是 唯一 的 ， 我 们 把 它 表 示 为 {a, 外 。 由 对 集 公 
理 立 即 可 得 ， 单 点 集 {a} = {a,a} 是 集合 。 


大 部 分 读者 熟悉 并 集 的 概念 ， 即 将 两 个 集合 的 元 素 合 为 一 个 集合 。 下 
面 的 公理 确立 的 是 更 为 一 般 的 并 集 的 概念 。 它 是 说 给 定 一 个 集合 X, RN 
可 以 用 X 的 所 有 元 素 的 元 素 构 造 一 个 新 的 集合 。 这 就 好 像 饼 干 铅 里 装 满 了 
一 些 独立 包装 的 饼干 ， 数 块 饼干 为 一 小 包 。 现 在 将 这 些 独立 的 包装 打开 ， 就 
形成 了 另 一 饶 饼 干 。 第 一 镀 的 元 素 是 包 在 一 起 的 饼干 ， 而 第 二 饶 的 元 素 则 
是 一 块 块 的 饼干 。 


第 一 章 ”集合 与 公理 


并 集 公理 4 (Uni) 对 任意 集合 X， 存 在 集合 了 满足 : wuEY 当 且 仅 当 存 
ez eX RFR uez: 


VXAYVu(ue Y + jz(z EX Au€z))o (1.6) 


这 样 的 了 是 唯一 的 ， 称 为 X 的 并 ， 记 为 UX。 特 别 地 ， 我 们 定义 
XUY =U{X,Y}- 


1.3.8. 定义 wR 的 元 素 都 是 了 的 元 素 ， 则 称 X AY 的 子 集 ， 表 示 为 
XCY, WRXCVYHAXAY, WHX ZY 的 真子 集 ， 记 为 XC Y。 


1.3.9. 练习 证 明 对 任意 集合 X，0 C X。 
下 面 的 公理 断言 ， 一 个 集合 的 所 有 子 集 组 成 一 个 新 的 集合 。 


震 集 公理 5 (Pow) 对 任意 集合 X, FARAY 满足 VEY SARS 
ucx: 
VXAYVu(ueY Ou CX)。 (1.7) 


这 样 的 集合 Y 是 唯一 的 ， 称 为 X KER, I P(X). 


除了 存在 公理 和 外 延 公理 ， 以 上 公理 都 是 这 样 的 形式 : “如 果 X 是 集 
合 ， 则 存在 集合 Y……”， 都 是 由 已 知 的 集合 构造 新 的 集合 。 所 以 这 些 公理 
有 时 也 称 为 集合 的 “构造 性 公理 ”。 现 在 可 以 看 一 下 ， 由 以 上 公理 可 以 构造 
什么 样 的 集合 。 首 先 ， 由 存在 公理 和 分 离 公理 ,0 是 集合 ; 再 由 对 集 公理 ， 


O, {0}, {{0}}, {0,{0}}, 
都 是 集合 。 因 为 有 了 并 集 公理 ， 我 们 可 以 构造 : 


Ø, {0}, {0,{0}}, {0, {0}, {0, {0}}}, =o (1.8) 


将 它们 记 为 0,1,2,3,… ， 那 么 ，{0, 1, 2, 3,…} 是 不 是 集合 呢 ? 要 保证 它 是 
集合 ， 还 需要 新 的 公理 。@ 而 为 了 让 新 公理 更 容易 表述 ， 首 先 需 要 以 下 定 

中 对 无 穷 公 理 ， 马 丁 : MAE (Martin Davis) 评论 道 :“ 弗 雷 格 可 以 避免 无 穷 公 理 , 但 大 家 都 知道 他 
的 系统 最 后 被 证 明 是 不 一 致 的 。 策 梅 罗 (1905) 的 公理 中 明确 包含 有 无 穷 公理 ， 而 罗素 和 怀特 海 (Alfred 
North Whitehead) 的 “数学 原理 》 中 也 明确 陈述 了 无 穷 公理 。 一 个 例外 的 情形 是 彰 因 的 新 基础 (NF, 
1930): 无 穷 公理 在 这 个 系统 中 是 可 证 的 ， 但 却 要 通过 迁 回 的 方式 。 斯 派克 (Specker) 证 明 选 择 公理 的 
否定 在 NF 中 可 证 。 由 于 关于 有 穷 集合 的 选择 公理 是 可 证 的 ， 所 以 这 可 推出 存在 一 个 无 穷 集合 。” 参 见 : 
The Math Forum@Drexel, 2006 年 。 


集合 论 
1.3.10. 定义 对 任意 集合 z， 集 合 ZU{fz} HA r 的 后 继 ， 一 般 记 为 S(x) 
或 者 rt. 


无 穷 公理 6 (Inf) 存在 集合 KJiEX， 并 且 对 任意 ZEX，zr HEH 5(z) 
也 属于 XX。 
3XI0eXAYztzeX 一 5(z)EeX)]。 (1.9) 


不 难看 出 ，{0,1,2,3,...} C w， 所 以 无 穷 公理 保证 了 它 是 一 个 集合 。 

下 面 一 个 公理 有 些 与 众 不 同 。 以 上 公理 都 是 构造 性 的 或 存在 性 的 ， 即 
都 是 断定 某 个 集合 存在 ,或 由 已 知 的 集合 构造 新 的 集合 。 而 下 一 个 公理 却 
是 “否定 性 的 "， 它 是 说 某 些 类 不 是 集合 。 
基础 公理 7 (Fnd) 对 任意 集合 ec AO, FA yer RB ynr=0: 


vr(z # 0 —> Ay(yexArny=9))o (1.10) 


基础 公理 有 时 也 叫做 正则 公理 ， 它 实际 上 断定 的 是 : 对 任意 非 空 集合 
T, t 总 有 一 个 元 素 y 是 关系 c 限制 在 zx 上 的 “最 小 元 "。 也 就 是 说 ，z 中 
再 没有 元 素 属于 y To 

它 的 一 个 直接 推论 就 是 : 


1.3.11. 定理 任意 集合 c 都 不 属于 自身 。 


证 明 . 反 设 存在 集合 rer, 令 工 = {z}， 则 对 T 的 任意 元 素 ， 事实 上 工 只 
有 一 个 元 素 ，z， 都 有 z 由 工 = xz 着。 与 基础 公理 相 矛 盾 。 口 


1.3.12. 练习 证 明 不 存在 集合 {10,21 tn, znti,.….}， 其 中 对 任意 n, 
Inti E Tno 这样 的 集合 称 为 无 穷 下 降 链 ， 基 础 公理 确保 不 存在 无 穷 下 降 链 。 


为 了 进一步 的 叙述 ,我 们 引入 一 个 记 法 : 


1.3.13. 定义 3lzw(z) 表示 Ary(x) AVYzVy(V(z) A ply) > z = y)o 
显然 ，3lzw(z) 的 意思 是 : 有 唯一 的 x 具有 性 质 Yo 
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替换 公理 模式 8 (Rep) 给 定 公式 VW(z,y)， 并 且 对 任意 z， 都 有 唯一 的 y, 
使 得 (x,y) 成 立 。 则 对 任意 集合 4， 以 下 集合 存在 : 


B = {y | 3z(x € AN v(z,y))} o (1.11) 
用 公式 表示 就 是 


YAYz € AJ!yy(z, y) > IBYzx € AJy E By(z, y)- (1.12) 


首先 注意 到 对 每 一 公式 y, WAE- MERRIA, BEA 
模式 一 样 , 替换 公理 模式 代表 了 无 穷 多 条 公理 。 其 次 , AR Yr e Adly(z, y) 
实际 上 是 说 y 表示 的 性 质 是 一 个 函数 。@ 所 以 替换 公理 是 说 ， 任 何 集合 在 
一 个 函数 下 的 像 仍 然 是 一 个 集合 。 因 为 这 个 像 的 元 素 个 数 不 会 比 原 像 的 元 
素 个 数 多 ， 所 以 它 是 一 个 不 会 更 大 的 集合 ， 因 而 是 没有 危险 的 。 引 起 麻烦 
的 集合 都 是 因为 它们 太 “ 大 ”了 ! 


1.3.14. 练习 按照 前 面 我 们 对 {0,1,2,---} 的 理解 ， 证 明 


{{0}, {1}. {2},---} 


是 集合 。 


选择 公理 9 (AC) 对 任意 集合 X40, PRERA 
a) O0¢x; 


(2) 关中 的 元 素 是 两 两 不 交 的 ， 即 ， 如 果 zyVEX H#ArFy, N 
rny=9, 


则 存在 集合 S， 对 任意 LEX, SAr 是 单 点 集 ， 即 


VX[0 g XAVxe XWyE X(zNy 二 由 


(1.13) 
3SVr € XIY(S N x = {y})]- 

选择 公理 ， 一 般 简 记 为 AC， 具 有 构造 性 公理 的 形式 : WRX BR 

合 ， 则 存在 集合 S, 。 但 与 前 面 的 构造 性 公理 很 不 相同 的 是 ， 它 断定 

中 当然 ， 我们 还 没有 给 出 函数 的 定义 。 所 以 也 许 在 后 面 的 章节 和 叙述 这 条 公理 更 为 简便 ， 事 实 上 许多 教 

科 书 也 是 这 样 做 的 。 但 我 们 相信 本 书 的 读者 知道 函数 是 什么 ， 后 面 给 出 函数 的 定义 ， 以 及 类 似 的 像 自然 

数 、 实 数 这 样 的 概念 ， 并 不 是 要 告诉 读者 它们 是 什么 ， 而 不 过 是 用 集合 论 的 语言 再 现 它们 ， 是 为 了 让 读者 
相信 集合 论语 言 的 强大 。 
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存在 的 S， 一 般 称 为 X 的 选择 集 ， 不 是 唯一 的 ! 而 且 这 条 公理 只 断言 了 这 
类 集合 的 存在 ， 却 没有 给 出 具体 构造 它 的 方法 。 这 种 非 构 造 性 引起 了 对 选 
择 公 理 的 很 大 争论 ， 很 多 人 拒绝 接受 选择 公理 ， 这 其 中 包括 博 雷 尔 (Félix 
Edouard Justin Emile Borel)、 勒 贝 格 (Henri Léon Lebesgue) 这 样 的 大 数 
学 家 。 然 而 ,关于 选择 公理 的 争论 已 经 成 为 过 去 , 今天 的 大 部 分 数学 家 已 经 
愿意 接受 它 了 。@ 选 择 公理 在 集合 论 中 扮演 了 非常 重要 ， 非 常 独特 的 角色 ， 
我 们 会 在 第 4.6 节 专门 讨论 这 个 公理 。 

公理 0 到 9 组 成 的 公理 系统 称 为 ZFC， 而 0 到 8 组 成 的 则 称 为 ZF. 
这 个 公理 系统 是 由 策 梅 罗 在 1908 年 提出 的 ([13])， 其 后 很 多 人 做 了 改进 ， 
一 般 称 为 策 梅 罗 - 弗兰克 尔 (Zermelo-Fraenkel) 系统 。 


1.4 习题 
1.4.1. 证 明 以 下 关于 集合 运算 的 性 质 。 


子 集 的 性 质 对 任意 集合 X,Y, Z: 
(1) OCX; 
(2) XCX; 
(3) CY 并 且 YCX, 则 X=Y; 


(4) XCYF#AY CZ, WXCZ. 


XUY=YUX:; 


(1.14) 
XNY=YNX。 


(XUY)UZ = XU(Y UZ); 
(XNY)NZ=XN(YNZ). 
@ 四 有 关 选 择 公理 的 讨论 ， 请 参见 文献 [6] 。 


(1.15) 


分 配 律 
XN(YUZ) =(XNY)U(XNZ); 


(1.16) 
XU(YNZ) =(XUY)N(XUZ)o 


德 摩根 律 
X —(YUZ)=(X -Y)n(X—-Z); 


(1.17) 
X-(Yn2)=(X-Y)U(X-2)。 


1.4.2. 令 X MY 为 任意 集合 , 则 X AY 的 对 称 差 (symmetric difference) 
定义 为 : 
X AY =(X-Y)u(Y-X). 


证 明 以 下 等 式 : 
XN(Y —Z)=(XNY)-Z; 


X-Y=0 4AM4 xcy; 
XAX=9; (1.18) 
XAY=YAX; 
(XAY)AZ=XA(YAZ). 


1.4.3. WEHWR FEF, WOFCFCUF. 


1.4.4. 设 F 为 集合 族 ，X,Y 2 为 任意 集合 ,， 证明: 
(1) ”如 果 对 任意 集合 FeF PRA XCF, WXCAF; 
(2) 如 果 对 任意 集合 Fer MAFCKX, WUFCX; 


(3) X CY ENX XAY =X YENA XUY =Y 当 且 仅 当 
X-Y =Í; 


(4) XCYNZ ŠEN XCY AX CZ; 
(5) YUZCX 4BW4YCX AZCX; 
(6) X-Y=(XUYJ-Y=X-(XNY); 
(7) XNY=X-(X-Y); 

(8) X-(Y-2)=(X-Y)U(XNZ); 
(9) X=Y HEN XAY=0. 
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1.4.5. 证 明 如 果 FAG AO, M 
门 Fn 门 9Ssmccng)。 (1.19) 
举例 说 明 : 
(1) 条 件 ng9 关 0 是 必 不 可 少 的 ; 
(2) C 不 能 换 成 =- 


1.4.6. WR X 是 集合 。 定 义 -X = {zlz&Xl, 证 明 -X 不 是 集合 。 


1.4.7. 
(1) 证 明 “ 所 有 集合 的 集合 ”不 存在 ; 
(2) 证 明 对 任意 集合 XX， 存在 u 4 X~ 
1.4.8. 证 明 对 任意 集合 X, P(X) C X 不 成 立 ， 特 别 地 ， 对 任意 X, 
P(X) # X。 这 再 次 证 明了 “所 有 集合 的 集合 ”不 存在 。[ 提 示 : A 
Y={ueXlugu}s; VYeP(X), 但 是 Y EX. ] 
1.4.9. HRA FRAME SE ZS A ER ETEK 


对 任意 a 和 5， 存在 一 个 集合 Y 满足 weY HH beY。 ”( 弱 对 集 公理 ) 


对 任意 集合 X， 存 在 集合 Y 满足 如 果 存 在 ze X E ucz, 则 weY。 
( 弱 并 集 公 理 ) 
对 任意 集合 X， 存 在 集合 Y WEWMRuCX, WucY. (BRERA) 


用 以 上 弱 形 式 的 公理 证 明 对 集 、 并 和 集 和 短 集 公理 。|[ 提示 : 仍 用 分 离 公 
理 模式 。] 
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我 们 将 逻辑 主义 的 论点 分 为 两 个 部 分 加 以 讨论 : (1) 数学 概 
A 能 通过 明确 的 定义 从 琐 辑 概念 中 导出 。 (2) 数学 定理 能 通过 
纯粹 的 远 辑 演绎 从 逻辑 公理 中 推导 出 来 。 


便道 夫 。 卡尔 纳 普 


弗 雷 格 把 所 有 数学 置 于 纯 逻 辑 基础 之 上 的 研究 纲领 被 称 为 “逻辑 主义 ”。 
它 的 成 功 与 否 取 决 于 人 们 对 逻辑 的 看 法 。 如 果 把 集合 论 看 作 纯 逻辑 的 一 部 
分 ， 那 逻辑 主义 的 立场 可 以 说 取得 了 巨大 的 成 功 ，®@ 因为 很 大 一 部 分 数学 
家 相信 : 

(1) 任何 数学 理论 都 在 某 种 意义 上 是 关于 集合 的 理论 ; 

(2) 任何 数学 命题 是 真 的 都 意味 着 它 在 ZFC 中 得 到 证 明 。 


本 章 和 下 面 一 章 就 是 以 上 信念 的 体现 ， 我 们 将 用 集合 论 的 语言 刻画 经 
典 数学 的 一 些 基 本 概念 。 这 看 起 来 是 个 繁重 的 任务 ， 其 实 并 非 如 此 。 因 为 
几乎 所 有 数学 概念 都 是 由 关系 、 函 数 、 序 和 数 来 定义 的 。 本 章 处 理 关 系 、 画 
数 和 序 ， 下 一 章 处 理 数 。 

不 过 在 真正 开始 前 我 们 要 指出 以 上 信念 的 一 个 巨大 困难 : 有 很 多 数学 
问题 ， 包 括 集合 论 的 核心 问题 一 -连续 统 假设 ， 在 通常 的 集合 论 公理 系统 
ZFC 中 不 是 可 证 明 的 ， 这 个 问题 会 在 本 书 的 最 后 几 章 讨论 。 

另外 需要 指出 的 是 ， 单 就 本 章 所 定义 的 概念 和 证 明 的 性 质 来 说 ， 我 们 
并 不 需要 整个 ZFC 系统 ， 而 只 需要 它 的 一 个 片段 即 可 。 具 体 来 说 ， 本 章 不 
依赖 于 无 穷 公理 、 基 础 公理 和 选择 公理 。@ 

中 不 过 在 当今 西方 的 哲学 界 ， 极 少 有 人 会 把 集合 论 看 作 逻 辑 ， 昌 然 这 样 做 并 没有 什么 道理 可 讲 。 当 然 ， 


这 涉及 一 个 非常 广泛 的 哲学 问题 ， 我 们 不 打算 在 此 讨论 它 。 
外 事实 上 ， 竹 集 公理 和 替换 公理 模式 也 只 要 其 中 的 一 个 即 可 。 参 见 [9]，18 页 和 26 页 。 


15 


集合 论 


2.1 关系 


最 简单 的 关系 是 二 元 关系 ， 它 可 看 作 一 种 对 应 (correspondence) 或 
者 映射 (map)。 每 当 有 第 一 个 元 素 时 ， 我 们 总 系 之 于 第 二 个 元 素 。 所 以 ， 
关系 的 要 素 是 成 对 出 现 的 对 象 ， 而 且 这 两 个 对 象 是 有 顺序 的 ， 这 称 为 有 序 
对 。 一 般 用 (a,b) 表示 a,b 组 成 的 有 序 对 。 虽 然 {a,b} = {b,a}， 但 除非 
a=b, TI (a,b) Æ (b,a)。 因 此 ， 有 序 对 的 “有 序 性 ”就 是 : 任何 两 个 有 
序 对 (a,b), (a',b'), (a,b) = (a’,b’) 当 且 仅 当 a==a 和 且 b=b'。 


2.1.1. 定义 设 a,b ARS, a,b 组 成 的 有 序 对 定义 为 : 
(a,b) = {{a}, {a,b}} o (2.1) 
要 证 明定 义 2.1.1 是 合理 的 ， 首 先 要 证 明 对 任何 集合 a,5，{{a} , {a,b}} 
是 集合 。 这 由 对 集 公 理 容易 得 到 。 
2.1.2. 练习 证 明 对 任意 集合 a,5，{{a} , {a,b} 是 集合 。 


其 次 要 证 明 : 


2.1.3. 命题 任何 两 个 有 序 对 (a,b), (a',b'), (a,b) = (a,b) SARS a= a 
且 b=b。 


证 明 . 自 右 至 左 的 方向 是 平凡 的 ， 如果 a =a’ Hb = v, 根据 外 延 公 
H, 显然 有 (a,b) = (a',5')。 为 证 明 另 一 个 方向 ,假设 (a,b) = (a',5)， 即 
{{Q}, {a,b} = {fao fat}。 以 下 考虑 两 种 情况 : 


(1) a= be IEH} {a} = {a,b}, PALA {{a’}, {a',b'}} = {{a}, {a, b}} = 
{{a}}, EE {a} = {a’} = {a'b}, MM a=b0=a =. 命题 成 立 。 


(2) aA bo HM AREA {a} = {a'} H {a,b} = {a,b} HAAS 
a = a ， 由 后 者 ， 再 考虑 到 所 有 已 知情 况 ， 必 有 b = 以 。 命 是 也 成 立 。 
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2.1.4. 定义 SX FY ARS, WX HY 的 卡 氏 积 定义 为 : 
X xzY={(z 人 |zeXAVEY]}。 (2.2) 
如 果 X=Y, WH X xX 简 记 为 X? 
XxY 是 由 已 知 的 集合 X,Y 构造 出 来 的 ,根据 前 面 的 经 验 ， 在 有 些 构 
造 中 ， 新 造 出 的 对 象 有 可 能 不 是 集合 。 因 此 ， 每 当 通 过 定义 构造 出 新 的 对 


象 ， 我 们 都 需要 证 明 新 构造 是 合法 的 ， 即 ， 由 这 种 构造 产生 的 对 象 仍 然 是 
集合 。 


2.1.5. 练习 证 明 对 任意 X 和 于 ， 它 们 的 卡 氏 积 是 集合 。 


2.1.6. 定义 一 集合 尽 称 为 二 元 关系 ， 如 果 存 在 集合 XY, RCXxY. - 
这 样 ， 二 元 关系 的 所 有 元 素 都 是 有 序 对 ， 即 ， 对 任意 zERR 存 在 TEX 
和 YEY 满足 z= (x,y)o 


一 般 地 ， 用 R(z,y) 表 示 (2,y)ER, Ka 和 ?有 关系 及 。 有 时 习惯 地 
写作 «Ryo 


2.1.7. 例 


(1) 对 任意 集合 XY, 它们 的 卡 氏 积 X xY 是 一 个 二 元 关系 。 空 集 
0 是 二 元 关系 。 


(2) 在 一 个 平面 坐标 系 中 ， 整 个 平面 是 z- 轴 和 y- 轴 的 卡 氏 积 。 在 这 
样 的 坐标 系 中 ， 每 个 点 都 可 看 作 由 其 横 坐 标 和 纵 坐 标 组 成 的 有 序 对 (zx,y)， 
每 一 条 曲线 都 可 看 作 有 序 对 的 集合 ， 例 如 {(z,y) | z =y} 是 与 z- 轴 夹 角 为 
45° 的 直线 ， 因 此 是 二 元 关系 。 


(3) 实数 之 间 的 大 小 ， 直 线 上 点 的 左右 等 等 ， 都 是 二 元 关系 的 例子 。 


2.1.8. 定义 + 民 为 二 元 关系 ， 
(1) RR 的 定义 域 定义 为 : dom(R) = {x | IyR(z,y)} ; 
(2) R 的 值 域 定义 为 : ran(R) = {y | 3zR(z,y)}; 
(3) RCX, NA RX 上 的 二 元 关系 。 
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集合 论 
2.1.9. 练习 证 明 dom(R) 和 ran(R) 都 是 集合 。 


2.1.10. il 


(1) 在 平面 坐标 系 中 ， 直 线 {(c,y)|c=y} 是 二 元 关系 ， 它 的 定义 
域 是 整个 z- 轴 ， 而 其 值 域 是 整个 y- 轴 。 而 曲线 {(z,y) | y = Vz} 也 是 二 元 
关系 ， 它 的 定义 域 是 ~- 轴 原点 以 右 的 部 分 ， 而 值 域 是 y- 轴 原点 以 上 的 部 分 。 


(2) $ < 是 实数 上 的 大 小 关系 ， 则 <= {(2,y)|z,yeRAzx <y}, 
从 坐标 系 来 看 它 包 括 坐标 平面 中 位 于 直线 zx = y 以 上 所 有 点 。<C R x RR， 
它 的 定义 域 和 值 域 都 是 R, ÆR 上 的 二 元 关系 。 
2.1.11. 定义 
a) REX 在 关系 尺 下 的 像 定 义 为 : 
R[X] = {y € ranR | 3x € X(R(z,y))} ; (2.3) 
(2) REY 在 关系 RFOBRELA: 
R [Y] = {a € domR | Sy€ Y(R(z,y))} 5 (2.4) 
(3) =AKA RWBRLA: 
Ro = {(a,y) | (y, £) € R} ; (2.5) 
(4) 二 元 关系 RF S 的 复合 定义 为 : 


SoR= {(z, 2) | Iy((z, y) ERA (y,z) €S)} (2.6) 


2.1.12. Bil 


(1) + R={(a,y)|c=y} AR ELWoIcKA, W R = RHE 
RoR=R; 


(2) WR R= {(x,y) | y = Ve}, WR? ={(z,y) | y = £? Az > 0}; 
(3) <o> F RxR i <o<=<. 


S Y ACRES, RAKA, RAEE, Y 在 R 下 的 逆 像 和 YY 
在 R-!1 下 的 像 用 了 同一 个 符号 。 但 这 种 混用 是 没有 危害 的 ， 因 为 它们 的 确 
是 同一 个 集合 。 
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2.1.13. 练习 证 明 集 合 Y 在 关系 R FXS Y 在 R 下 的 像 相 等 。 


以 下 是 对 卡 氏 积 和 二 元 关系 的 推广 。 首 先 ， 定义 三 元 有 序 组 
(z1, T2, T3) = ((£1, £2), £3), 


而 四 元 序 组 


(£1, £2, £3, T4) = ((£1, T2, £3), T4)° 
一 般 地 ， 假 设 (21,...,¢n1) 已 有 定义 ， 则 n 元 序 组 定义 为 : 
0] = (a, ee Bt) Aa Jo 
这 种 这 种 定义 方法 称 为 “递归 定义 ”或 “归纳 定义 ”。 我 们 将 在 以 后 专门 研 
n 个 集合 的 卡 氏 积 定义 为 : 


Xix- XXa = {(r1,°°- sn) | 21 EX A...Atn E Xn} o (2.7) 


同样 ， 
A" = XX KK 
次 


对 任意 集合 R, MWRRCX,x...xX,, WE RH n TEAR wR 
RC X”, WR REX EK n THA. HAWK (£1, En) ER 写作 
R(x1,°++ ,Zn)。 


2.2 函数 


函数 是 一 类 特殊 的 关系 。 对 一 般 的 二 元 关系 RR，R 定义 域 中 的 元 素 x 
可 以 对 应 其 值 域 中 的 多 个 元 素 。 例 如 在 实数 R 上 的 关系 < 中 ，0 就 对 应 于 
所 有 大 于 等 于 0 的 实数 。 这 种 “一 对 多 ”的 情形 在 很 多 情况 下 必须 排除 。 设 
想 一 下 ， 如 果 电 脑 的 键盘 与 屏幕 输出 之 间 是 一 对 多 的 话 ， 也 就 是 说 ， 当 你 
第 一 次 敲 下 “a” 键 时 ， 屏 幕 输出 “a”， 而 下 次 却 可 能 是 “b”。 这 样 的 电脑 
一 定 会 令 人 发 疯 。 


集合 论 


2.2.1. 定义 一 个 二 元 关系 如 果 满足 : 
(xz, yEfA(z,z)Ef ay =z, (2.8) 


就 称 f 是 一 个 函数 ， 其 中 yy 称 为 f Ao te, 如果 (Zz,y)Ef， 我 们 常 写 
作 f(z) =y， RA fizy fr=y 等。 如 果 dom(f) =X, ran(f) CY, 
ma f eX BY WM, WAS: X oY. 


2.2.2. Fill 


a) 在 我 们 所 举 的 关系 的 例子 中 ， {(2,y)|c=y} 和 
{(z,y) | y = Vz} 都 是 函数 ; MR 上 的 < 关系 不 是 函数 。 ， 

(2) ”以 下 都 是 自然 数 集合 N 上 的 函数 : 
2 _ n(n+1)(2n-+1) 
a a 
n?(n +1)? 
一 人 


So(n) = 17 +2? +---+n 
Ss(n) = 13 +23 +- +n? = 
(3) 对 任意 集合 和 定义 idx : X > X X idx(z) =a, 则 idx Æ X 
上 的 函数 ， 称 为 等 同 函数 。 
应 用 外 延 公理 ， 可 以 证 明 : 


2.2.3. 练习 令 f Ao 为 函数 。f =g 当 且 仅 当 dom(f) =dom(g), 并 且 对 
所 有 zedom(f), 都 有 f(x) = g(x). 


以 下 的 内 容 都 可 看 作 构 造 新 函数 的 方法 。 首 先 ， 两 个 函数 的 复合 是 函 
数 。 注 意 到 ， 函 数 是 二 元 关系 ， 所 以 上 一 节 定 义 的 定义 域 、 值 域 、 像 、 逆 
像 、 逆 和 复合 等 概念 都 还 适用 。 


2.2.4. 练习 WMR f 和 g 是 函数 , 证 明 它们 的 复合 h = gof 也 是 函数 , 并 且 
h 的 定义 域 为 dom(h) = dom(f) N f-![dom(g)], 并 且 , 对 所 有 ze dom(h)， 
A(x) = g(f(z))> 
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2.2.5. 定义 假设 Gf: X 一 为 函数 ， 并 且 对 所 有 的 21,272€X, t 
Rr #22, WM f(z1) Æ f(z2)， 这 时 就 称 f 为 一 一 函数 或 单 射 。 如 果 
ran(f) =Y， 就 称 f 为 满 射 ， 既 是 单 射 又 是 满 射 的 函数 称 为 双 射 。 


虽然 函数 的 复合 是 函数 ， 但 函数 的 逆 却 不 一 定 还 是 函数 。 如 果 一 个 函 
数 的 逆 也 是 函数 ， 就 称 其 为 可 道 的 。 函 数 可 逆 的 充 要 条 件 是 它 是 单 射 。 


2.2.6. 练习 一 个 函数 是 可 逆 的 当 且 仅 当 它 是 单 射 。 如 果 j SH, My 
广 : 也 是 可 逆 的 ， 并 且 (f) = fo 


2.2.7. 定义 对 任意 函数 HK A, fl A={(z,y)ef|ceA} 是 一 个 函 
数 ， 称 为 了 到 4 上 的 限制 。 如 果 9g = 了 | 4， 则 称 f 是 g 的 扩张 。 

函数 作为 集合 ， 自 然 有 交 和 并 的 运算 。 不 难 证 明 ， 任 意 函 数 的 交 仍 然 
是 函数 。 但 只 有 满足 了 一 定 的 条 件 ， 两 个 函数 的 并 才 是 函数 。 
2.2.8. 定义 


(1) Bax f F g 是 相 容 的 ， 如 果 对 所 有 z e dom(j) mdom(g)， 都 有 
f(x) = g(x) ; 


《2) ”函数 的 集合 三 称 为 相 容 的 系统 ， 如 果 大 中 的 任意 两 个 函数 都 是 
相 容 的 。 


2.2.9. 练习 证 明 以 下 命题 等 价 : 
(1) ”函数 f 和 g 是 相 容 的 ; 
(2) fUg 是 函数 ; 
(3) f | (dom(f) Ndom(g)) = g | (dom(f) N dom(g)). 


2.2.10. 练习 WA 大 是 相 容 的 函数 系统 ， 则 UJ 天 是 函数 ， 它 的 定义 域 为 
dom(U F) = U{dom(f) | fe F}. BX UF BMA fe 大 的 扩张 。 


2.2.11. 定义 令 铸 和 YY 是 集合 ， 久 到 YY 的 所 有 函数 组 成 的 集合 定义 为 : 


Y*¥ ={f|f:X>Y}o (2.9) 
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可 以 证 明 ， 对 任意 集合 X MY, XY 也 是 集合 (见习 题 2.5.14) ， 所 以 
以 上 定义 是 合适 的 。 注 意 到 空 集 0 到 任何 集合 Y 上 都 有 一 个 空 函数 Øy 
( 它 符合 函数 的 定义 ， 请 验证 ) ， 所 以 ， 对 任意 集合 Y, Y’ = {Oy}, mR 
X #0, WEA X 到 空 集 上 的 函数 (根据 函数 的 定义 ， 这 样 的 函数 不 能 存 
Æ), MASHER X, 0* = 0。 


2.2.12. 定义 考虑 函数 1 FFy X, HPiel, 而 每 一 X 都 是 集合 。 对 于 这 
PAKS ALLY BRA BARA RS ERAS, 而 I HABE. 一 般 
我 们 把 指标 系统 写作 和 X = {Xi | ic}, 或 者 {Xi}, 0/0 


2.2.13. 练习 证 明 以 下 关于 指标 系统 的 性 质 : 
(1) (RF = {Fher 是 指标 系统 ， 则 


Ua-Ur, Na=Nr 


ier ier 
(2) “指标 集 有 时 可 以 是 二 维 的 ， 即 了 x J。 此 时 我 们 规定 


N Fij = 门 Fij, U Fij = U Fij; 


ieljeJ (i,j) ELK I tel je (i,j) €IxJd 
(3) 对 任意 公式 w(i, zx)， 和 任意 集合 I, X, 
U {we X | y(i, x)} = {ee X | HET(V(i,z))}, 


iel 
() {ee X | y(i, x)} = {we X | Vie T(W(i,z))} © 


ied 


2.2.14. 定义 A X ={Xi |iel} AMAR, WX 的 一 般 卡 氏 积 定义 为 : 


[[ %i={f | f 是 工 上 的 函数 并 且 对 任意 ieT，ji) e Xi}。 (2.10) 
iel 
Bat, WES iel, W p(f) = f(i) ZX BR pi: [Ter Xi > Xi MAR 
射 函 数 。 
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2.2.15. HE WR 了 = {1,2} 只 有 两 个 元 素 ， 则 一 般 卡 氏 积 Ier Xi 与 卡 氏 
积 Xi x X 是 不 同 的 集合 。 前 者 是 由 定义 在 T 上 的 函数 组 成 的 集合 ， 而 后 
者 是 有 序 对 的 集合 。 但 是 ， 对 每 一 J]; cj X; 的 元 素 f ={(1,2),(2,y)}, A 
(x,y) €X1 x Xo 唯一 与 其 对 应 。 在 这 个 意义 上 ， 一 般 卡 氏 积 [I]; er Xi 与 卡 
RE X x Xo 是 等 同 的 。 


选择 公理 9( 第 二 形式 ) 对 任意 不 含 空 集 的 非 空 集合 族 F LARA 
数 ， 即 ， 存 在 函数 SF OUF MA: WEEP CF, f(F)eF. 


2.3 等 价 与 划分 
接 下 来 我 们 介绍 数学 中 另 一 个 常用 的 概念 。 


2.3.1. 定义 ARCX. 为 二 元 关系 ， 则 

GQ) RAAR ARS HHA xEX，R(z, 2) ; 

(2) RAMMN SARA MSHA x yeX, wR Ray) A 
Rly, 2) ， 


(3) 尽 是 传递 的 当 且 仅 当 对 所 有 的 zyzEX， 如 果 R(z,y)， 且 
R(y,z), MW R(a,z); 


(4) RAFAELA RAA k ži, JRE ~ 表 
示 等 价 关 系 。 


2.3.2. 例 
(1) WR P 代表 所 有 人 的 集合 ， 如 下 定义 P 上 的 二 元 关系 : 
D = { (x,y) | z 是 y 的 后 代 } ; 
B = {(z,y) | 至 少 有 一 个 z 的 祖先 也 是 y 的 祖先 } ; 
S = {(z,y) |z 的 父母 是 y 的 父母 } 。 


D 不 是 自 反 的 ， 也 不 是 对 称 的 ， 但 是 传递 的 ; B 是 自 反 的 ， 对 称 的 ， 却 不 
是 传递 的 ; 最 后 ，5 是 等 价 关系 。 


(2) 任意 集合 X 上 的 = 是 等 价 关系 ; 平面 上 直线 的 平行 关系 是 等 
价 关系 。 
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2.3.3. 练习 对 任意 集合 X, WR TC P(X) 并 满足 : (1) DET, (2) 
AcB 和 BeI 4 AcTI, (3) A,BEL Hi AUBEL, MHI BX 
上 的 理想 。 如 果 工 是 理想 ， 则 其 上 的 二 元 关系 : 


R = {(A,B) € P(T) x P(T) | (AAB) €Z} (2.11) 


是 等 价 关 系 ， 请 证 明之 。 


假设 ~ 是 集合 X 上 的 等 价 关 系 ， 对 每 一 zeEX, Ge 等 价 的 元 素 构 
成 X 的 一 个 子 集 ， 这 些 子 集 把 X 分 成 一 些 互 不 相交 的 部 分 ， 而 它们 的 并 
正好 等 于 X. X 的 有 这 样 性 质 的 子 集 族 称 为 X 的 划分 。 


2.3.4. 定义 令 ~ 是 和 上 的 等 价 关 系 ，ZEX。z 关于 ~ 的 等 价 类 指 的 是 
集合 
ial, = {tex [twas (2.12) 


“等 价 类 ”的 名 称 只 是 约定 俗 成 ,事实 上 每 个 等 价 类 都 是 集合 ， 而 不 是 真 
类 。 


2.3.5. 练习 令 ~ 为 和 上 的 等 价 关 系 ， 则 对 任意 z,yeXx, [e] = [y] 或 
者 [e] N [y] = bo 


2.3.6. 定义 AX A-KFS, SCP(X) WRG 满足 
(1) 对 所 有 的 a,beS, watb, Manb=0; 
(2) US=xX, 


MA S RX 的 划分 。 


2.3.7. 定义 SAX 上 的 等 价 关系 ， 则 X/ ~={[e].|ceX} HA X 
的 商 集 。 


2.3.8. 定理 令 ~~ 为 久 上 的 等 价 关 系 ， 则 X/ ~ ÈX 的 一 个 划分 。 
证 明 . 留 给 读者 作为 练习 。 oO 
反 过 来 ， 我 们 可 以 由 一 个 集合 的 划分 来 定义 其 上 的 等 价 关 系 。 
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2.3.9. 定理 A 5 为 义 的 划分 ， 定 义 久 上 的 二 元 关系 
~s= {(z,y) EX x X | AcE S(reEcAyEeo)}, 
则 
(1) ~s 是 等 价 关 系 。 并 且 X/ ~s= 3 
(2) 如 果 人 是 大 上 的 等 价 关 系 且 3 一 X/ ~， 则 ~s=~。 
证 明 . 留 给 读者 作为 练习 。 口 


2.4 FR 


序 是 数学 中 的 另 一 个 重要 的 基本 概念 。 我 们 已 经 知道 的 € 和 C 都 在 某 
种 意义 上 是 序 关系 。 
2.4.1. 定义 令 < 为 铸 上 的 二 元 关系 ， 如 果 < 满足: 
(1) < 是 自 反 的， 即 对 所 有 的 EX, esc; 
(2) < 是 反对 称 的 ， 即 对 所 有 的 z,yEX， 如 果 z<y 且 y<z， 则 
f= Ys 
(3) < 是 传递 的 ， 即 对 所 有 的 ry, zEeX, MRae<y, y<z H 
TE Z 
就 称 < 是 X 上 的 偏 序 或 序 。 
如 果 < 还 满足 : 


(4) < 是 连接 的 ， 即 对 所 有 的 x,yEX，z<y 或 yz， 
就 称 < 是 奈 上 的 线 序 或 全 序 。 
2.4.2. 记 法 我 们 用 (X, SÆR < 是 X 上 的 偏 序 F), ， 此 时 称 X 为 偏 
Pr (RFR) ; WR (X, <) 是 偏 序 集 ， 则 对 任意 rye X, RNA c>y 


表示 7z<-1y; 用 z <y 表 示 z<vy 且 xz 关 y; 用 x >y 表示 xz>w 并且 
TAFY° 
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(1) SR 上 的 自然 大 小 关系 都 是 序 关 系 ， 同 时 也 是 线 序 关系 ; 
(2) ”对 任意 集合 X, C 是 P(X) 上 的 序 关 系 ， 但 不 是 线 序 ; 


(3) 定义 nn|m 为 “n BR m’, M| 是 集合 {2,3,4,…} 上 的 偏 序 
关系 ， 也 不 是 线 序 。 


2.4.4. 定义 A < RX 上 的 偏 序 ， 则 


(1) 如 果 aEX， 并 且 对 任意 rex, a 都 “不 大 于 ”z， 即 
Vee X(A(a > z)), Ma tA X 的 极 小 元 ; RAZ, wWRaCX, HHA 
对 任意 ZEX，a 都 “不 小 于 ”z， 即 Vee X(A(a<-z)), Matha X HR 
大 元 。 

(2) wRacx, 并 且 对 任意 ZEX,a 都 “小 于 "zx, 即 VYrEX(a<z)， 
Rata X 的 最 小 元 ; 反之 ， 如 果 aEX， 并 且 对 任意 zyEX，a 都 “大 
F” x, PP YzreX(a> zz), H aA X 的 最 大 元 。 


(3) #RXoCXXHFR, 并 且 存 在 waEX, RAMEE TEX, 
RA a>r, WAX, EX PHALR, HhaAX, 2X PYELA wR 
Xo EX PRALRMKRSA RH ay, HAR ao 是 Xo 的 上 确 界 ， 记 为 
sup(Xo)。 


(4) 如 果 XoCX 是 X 的 子 集 , 并 且 存 在 weEX, HEMEE rE Xo, 
RA a<r, M Xo 在 X 中 有 下 界 ,， 称 w 为 Xo 在 X 中 的 下 界 ; 如 果 
Xo 在 入 中 所 有 下 界 的 集合 有 最 小 元 ao R ao 是 Xo 的 下 确 界 ， 记 为 
inf( Xo)。 


2.4.5. 注 

(1) 由 于 线 序 是 连接 的 ， 所 以 它 的 任何 两 个 元 素 都 是 可 比 的 ， 这 意 
味 着 “不 大 于 ”就 是 “小 于 或 等 于 ”,“ 不 小 于 ”就 是 “大 于 或 等 于 ”。 因 此 ， 
在 线 序 集中 ， 极 小 元 与 最 小 元 ， 极 大 元 与 最 大 元 是 同一 的 。 

(2) Wiese (X,<) 如 果 有 最 大 或 最 小 元 ， 则 它们 是 唯一 的 。 

(3) 集合 Xo 的 上 确 界 如 果 存 在 ， 它 既 可 能 属于 Xo， 也 可 能 不 属于 


Xo， 如 果 它 属于 Xo， 则 就 是 Xo 的 最 大 元 ; 同样 ， 如 果 X 有 下 确 界 且 属 
于 Xo， 则 它 是 Xo 的 最 小 元 。 
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2.4.6. 例 


(1) 实数 集合 (R, <) 无 极 大 、 极 小 元 ， 也 无 最 大 、 最 小 元 ; 自然 数 
集合 (N, <) 有 最 小 元 0， 它 也 是 极 小 元 ; 


(2) “对 于 集合 {2,3,4,…:} 和 整除 关系 |, 如 果 m 关 1 且 m 关 p， 则 
任何 素数 p 都 有 A(m | p)， 所 以 任何 素数 都 是 它 的 极 小 元 ， 它 有 无 穷 多 个 
极 小 元 ! 但 这 个 集合 没有 最 小 元 。 


(3) 考虑 集合 A= {reQ@|z > 0Az2 < 2}， 它 作为 有 理 数 集合 Q 
的 子 集 ， 有 上 界 ， 但 却 没有 上 确 界 。 而 作为 实数 集合 R 的 子 集 却 有 上 确 界 
V2。 可 见 ， 一 集合 有 无 上 确 界 与 包含 它 的 集合 有 关 。 


2.5 习题 


2.5.1. $ RATKA, A= UUR). HMR (z,y)ER M crea H 
yEAo 


2.5.2. © R 为 二 元 关系 ，4, B HRA, WH: 
(1) R[AU B] = R[A] U RIB]; 
(2) R[AN B] C R[A]N RIB); 
(3) R[A — B] 2 R[A] — RIB). 

举例 说 明 C 和 2 不 能 替换 为 =- 


2.5.3. 证 明 : ((a,b),c) = ((a’,¥),c) 当 且 仅 当 (a, (b,c) = (o, (0, d)) 当 且 
M4 a=a',b=U,c=c'o ALATA (a, (b,c)) 来 定义 三 元 序 组 。 


2.5.4. WH: Xx Y=0 4AM4 X=ORMY=0. | 这 一 结论 显然 对 任 
Èn 个 集合 的 卡 氏 积 都 成 立 。 不 过 请 考虑 一 般 卡 氏 积 情况 : 假设 w 是 一 个 
无 穷 集 ，ILicwX; =0 当 且 仅 当 有 一 个 X = 0， 这 是 否 依然 成 立 ? ] 

2.5.5. 举例 证 明 (X x X) x X A X x (X xX). 
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2.5.6. 证 明 对 任意 集合 X,Y,Z, AFIR: 
(1) (XUY)x Z=(X x Z)U(Y xZ); 
(2) (XNY)x Z=(X x Z)N(Y xZ); 
(3) (X -Y)x Z=(X x Z)-(Y xZ). 


2.5.7. 证 明 : MR XxYCUxV#FAXxY#0, WXCUBYCYV. 
举例 说 明 条 件 X x Y AO 不 可 或 缺 。 


2.5.8. 对 任意 二 元 关系 R, 5,T, To(SoR)= (To5)oR。 


2.5.9. 证 明 : (R-1)-! = R, dom(R-!1) = ran(R), ran(R-!) = dom(R), 
dom(S o R) C dom(R), ran(S o R) Cran(S), (So R)-! = R~! o S71. 
2.5.10. X,Y, Z 都 是 二 元 关系 ， 证 明 以 下 公式 : 

(1) (XUY)oZ=(XoZ)U(YoZ); 

(2) Zo(XUY)=(ZoX)uU(ZoyY); 

(3) (XNY)oZ CC (XoZ)N(Yo2); 

(4) Zo(XNY)C(ZoX)N(ZoY). 
举例 说 明 C 不 能 替换 为 =。 


2.5.11， 对 任意 函数 f 和 集合 A,B, 

(1) f[ANB] CS f[A] NFB]; 

(2) f [ANB] = fA] NB]. 
举例 说 明 C 不 能 替换 为 =。 


2.5.12. 
(1) ”证 明 如 果 函 数 f 是 可 逆 的 ， 则 fof = idam), fof = 
idran(f) 3 


(2) 对 于 函数 f, MRE g 使 得 go f =idaoms, WW f BAW 
的 , A f~ =g | ran(f)。 但 是 ， 即 使 存在 函数 h 使 得 foh = idang f 
也 可 能 不 是 可 逆 的 。 
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2.5.13. 举例 说 明 ， 对 于 函数 f 和 集合 4，jn42 尖 六 Ao 
2.5.14. WEH: 对 任意 集合 X,Y, YX 是 集合 。 


2.5.15， 对 任意 集合 的 指标 系统 {X} e (Ve) HEB: 


(9%) = 1 ENT) Y; 


ier iel ied 
Umun) =U xu Y; 
ier ier tel 

N Xu NY E NALY:); 
iel tel ier 

U xa UY 2 UCN); 
ier ter iel 
XU = N Guy); 
ie! yer ,IET 
UxXxnUy= U (xinNy). 
icl gel ijEI 


2.5.16， 对 任意 指标 系统 {X;};。; 和 集合 A, 证明 : 
A-()X%=U(4-%); 


wel iel 
A-|] X= NA -X; 
tel tel 
(\(AUX) =AU N Xs 
iel tel 


L(An xX) =AnL Xe 


ier ier 


2.5.17. 对 任意 指标 系统 {X;}; ej 和 {Yiher WER: 
(U xx (UY) = U Cix x); 


ie! jel ijEl 
(() X) x (1) Xi) = N A x X) 
tel jel ijer 
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2.5.18， 对 任意 指标 系统 {X;},<y 和 函数 h, 
AU = Uae), atl Xd = U 27d: 
ie! 


ter ier ier 
AI) XI SU ALG, A) Xi) = AN 2 Xd 
tel tel tel iel 


其 中 如 果 h EFA, Wl C 可 换 为 =- 


2.5.19. $ 5 为 非 空 集合 的 非 空 族 ，{X。},e Us HAUS 为 指标 集 的 指标 
系统 ， 则 


U x= UCU X), N X= NN Xa). 


ace US CES acC $ ace US CES acEC 
2.5.20. 设 f: X 一 了 是 满 射 。 定 义 X 上 的 二 元 关系 RA (z,y)eR 4A 
仅 当 f(x) = f(y), H: 
(1) REX 上 的 等 价 关 系 ; 


(2) 定义 hhCX/RxY 为 h([z]r) = f(z), Wh ERE X/R EY 
上 的 函数 ， 且 是 满 射 ; 


(3) $ g(x) = [zja 为 X E| X/R EKZ, 则 hog= fo 
2.5.21， 对 任意 偏 序 集 (X, <)， 如 果 了 SEX, W <n(Y xY) BY 上 的 偏 


序 。 如 果 (X, <) 是 线 序 集 ， 则 (Y, <) 也 是 线 序 集 。 但 反 过 来 ， 请 举例 说 明 
如 果 (Y, <) 是 线 序 集 ， 不 一 定 有 (X,<) 是 线 序 集 。 


2.5.22. 令 丰 = {XSN|X 是 有 穷 的 }， 找 出 (F,C) 的 最 小 、 最 大 、 极 小 、 
极 大 元 。 


2.5.23. 如 果 R Æ X EKF, W R- 也 是 X 上 的 序 。 令 Xo 是 X 的 子 
集 ， 则 


(1) x 是 Xo EF R 下 的 极 小 元 当 且 仅 当 xz 是 Xo 在 序 R 下 的 极 
大 元 ; 


(2) zz 是 Xo 在 序 尺 下 的 最 小 元 当 且 仅 当 z 是 Xo 在 序 R 下 的 最 
KI; 
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(3) 7 是 Xo EF RFI ERAS AILS rÆ Xo 在 序 R 下 的 下 
确 界 。 
2.5.24. © X £0, N (P(X), C) 是 偏 序 集 。 证 明 : 

(1) FER SCP(X) 有 上 确 界 ， 并 且 supS=US; 

(2) 任意 5 SP(X) 有 下 确 界 ， 并 且 如 果 SAO, M infsS = ANS; 
而 inf = 0. 
2.5.25. WAR (X,<) 是 线 序 集 ， 则 它 的 极 小 (大 ) 元 就 是 最 小 (大 ) 元 。 
2.5.26. 一 个 传递 且 自 反 的 二 元 关系 RC (X x X) 称 为 和 上 的 拟 序 。 现 令 
SCX x X HMF, W 

(1) WREX X EHR ~ 为 

7Z~y=dZSVAISXT， 

则 ~ 是 和 X 上 的 等 价 关系 ; 

(2) WRENNER X/ ~ 上 的 关系 < 为 

[z] < [u] =a £ < y, 


则 < 是 偏 序 关系 。 


2.5.27. © X,Y HRA, ENRE Fn(X,Y) 为 
Fn(X,Y) = {f|f :2 一 Y 是 函数 且 Z CX}. 


即 ，Fn(X,Y) 是 由 X 的 子 集 到 Y 的 所 有 函数 组 成 的 集合 ， 显 然 
Fn(X,Y)= UzcxY2。 


(1) WEH C 是 Fn(X,Y) 上 的 偏 序 ; 


(2) 对 任意 Fn(X,Y) 的 子 集 大， 大 有 上 确 界 当 且 仅 当 F 是 相 容 的 
函数 系统 ; FFA, sup F = |J F.o 
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2.5.28. © X 40 为 任意 集合 ， 令 Pt( 和) = {S | 5 是 和 的 一 个 划分 }。 定 义 
SxS. 当 且 仅 当 IHEC ES, FEDES, 使 得 C CD. 
证 明 : 
(1) < Æ PX) 上 的 偏 序 ; 
(2) WÈ S1, Se P(X), W {91,52} 有 下 确 界 ; 
(3) WR TC PHX), 则 工 有 上 确 界 和 下 确 界 。 
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第 三 章 ”实数 的 构造 


数 是 人 类 心灵 的 自由 创造 。 


理 查 德 。 戴 德 金 


在 导论 中 我 们 已 经 提 到 ， 在 集合 论 之 前 ， 实 数 的 概念 是 不 清楚 的 ， 没 
有 一 个 关于 实数 的 一 致 理论 。 本 章 就 是 叙述 康 托 无 穷 集合 的 理论 如 何 为 实 
数理 论 英 定 了 牢固 的 基础 。 


3.1 自然 数 


我 们 希望 用 集合 来 表示 自然 数 。 对 于 0， 情 况 十 分 简单 ， 因 为 有 0 个 

元 素 的 集合 只 有 一 个 60， 所 以 用 空 集 代表 0 是 自然 的 。 下 一 个 自然 数 是 1， 
可 是 有 一 个 元 素 的 集合 却 不 止 一 个 ， 事实 上 {z | z 只 有 一 个 元 素 } FER 
合 ， 而 是 一 个 真 类 。 但 是 ， 在 如 此 众多 的 单元 集中 ， 有 最 方便 的 一 个 ， 就 
是 {0} = {0}, MUS 1 = {0}; 而 下 一 个 自然 数 2 的 表示 也 就 照 此 办 理 ， 
2 = {0, 1}。 于 是 我 们 有 

0= 9, 

1 = {0} = {0} = 0 U {0}, 

2 = {0, {O}} = {0,1} = 1U {1}, 

3 = {0, {0} , {0, {0}}} = {0, 1,2} = 2U {2}, 


回忆 “后 继 ” 的 定义 1.3.10。 对 任意 集合 a, aU {a} RA a 的 后 继 ， 记 
为 S(a) 或 at+。 由 以 上 的 分 析 , 1=0t, 2=1+,…。 
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3.1.1. 定义 如 果 一 个 集合 X 满足 : 
DeXAvr(rEX 一 2Z+EX)， (3.1) 


则 称 X 为 归纳 集 。 
因此 ， 无 穷 公理 就 等 价 于 : 存在 一 个 归纳 集 。 而 由 归纳 集 的 定义 可 见 ， 
0 属于 任何 归纳 集 ,， 并且 1 作为 0 的 后 继 也 属于 任何 归纳 集 ， 依 此 类 推 ,所 
有 自然 数 属于 任何 归纳 集 。 
3.1.2. 定义 全 体 自然 数 的 集合 玉 定义 为 : 
N= {n|VX(X 是 归纳 集 一 mEX)}。 (3.2) 
N 的 元 素 称 为 自然 数 。 


由 分 离 公理 和 无 穷 公理 ，N 是 一 个 集合 ， 并 且 是 唯一 的 。 


3.1.3. 定理 N 是 归纳 集 ， 并 且 是 任何 归纳 集 的 子 集 。 


WEAR. 首先 , 0 属于 任何 归纳 集 ， 所 以 Ge N。 其 次 , WR ne N，, 则 n 属于 
任何 归纳 集 。 所 以 n+ 属于 所 有 归纳 集 ， 所 以 n+ EN。 口 


今后 一 般 用 m,n, s,t 等 表示 自然 数 。 而 对 于 自然 数 n, An +1 表示 
n+。 根 据 定 义 和 以 上 的 定理 ， 自 然 数 集合 就 是 “最 小 的 归纳 集 *， 而 这 可 表 
mA: 


OEM AV2(reM +2+€M)3NCM. (3.3) 
如 果 已 知 M 是 自然 数 的 某 个 子 集 ， 即 M Cc N， 则 以 上 公式 就 变 为 : 
0EM AV2(z2EM > 2x*+E€M)>N=M. (3.4) 


(3.4) 式 就 是 所 谓 的 归纳 原理 。 为 了 今后 运用 的 方便 ， 我 们 还 叙述 归纳 原理 
的 另 一 等 价 形式 : 


3.1.4. N 上 的 归纳 原理 令 p(z) 为 一 性 质 ， 如 果 
(1) yp(0)， 即 ，0 有 性 质 p， 
(2) y(n) 蕴涵 p(n 十 1)， 

则 对 任意 自然 数 n, y(n) 成 立 。 以 公式 表示 : 


[pe(0)AynEN(elm) > p(n + 1))] 一 YEeNolm)。 (3.5) 
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当 我 们 用 集合 表示 了 自然 数 后 ， 接 下 来 需要 考虑 的 是 N 上 的 序 。 注 意 
到 0ele2e.……: ，e 似乎 是 合适 之 选 ， 令 


rey I reyVr=y, (3.6) 


我 们 讨论 c 的 性 质 。 


3.1.5. 引 理 对 所 有 自然 数 m,n, k, 


(1) nCn+1Enen+1; 

(2) #ž ren, WereN; 

(3) Oen; 

(4) ken 十 1 当 且 仅 当 ken; 

(5) 如 果 men, Wm+i1en; 
(6) 如 果 kem 且 men,， 则 ken; 
(7) ngn; 

(8) men 当 且 仅 当 mC n。 


证 明 . (1) Hn+1=nU{n} 立 得 。 


(2) 令 M= {neN|vz(zen 一 TEN)}。 首先 ,0 = VeM; 假设 
nEeEM, AHB ren+1. HX n+1=nU{n}, MA ren BÈ zre {n}, 
如 果 zen， 则 由 归纳 假设 ,ze N; WR ze {n}, Wae=n, 也 有 zeN。 
可 见 , ne M Fiin+1eM, 由 (3.4), M = N。 


(3) 令 v(x) 为 性 质 “0€z”。 我 们 用 归纳 原则 证 明 所 有 自然 数 n 都 
有 性 质 p。 首 先 , 0E0, 所 以 pg(0); 假设 y(n), 0en, 那么 0en 或 0=n， 
FELA OEnU{n} =n+1, 所 以 p(n 二 1)。 


(4) kenU{n} 当 且 仅 当 ken 或 k=n。 


(5) 定义 性 质 p(x): 对 所 有 的 meN, WR mec, 则 mm 十 lezx。 
首先 0 有 性 质 pg: 因为 对 任意 m, meo 不 成 立 。 其 次 假设 p(n) 成 立 。 
我 们 证 明 y(n 十 1)， 为 此 假设 men 二 1。 根据 (4)， 此 时 有 men 或 者 
m=no WR men， 则 根据 归纳 假设 ，m 十 1en， 又 根据 (1), nen4+1 
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Ancn4l, 所 以 m 十 len 十 1; MMR m=n, Wmt+1i=n41, 所 
以 也 有 m 十 1en 十 1。 所 以 ，yp(n 十 1) 成 立 。 根 据 归纳 原理 ， 对 所 有 自然 
数 m,n, WR men, 则 mm 十 len。 


(6) 定义 v(x): 对 所 有 的 k,meEN， 如 果 kem,mez, 则 kez 
首先 0 AKER p: 因为 med 总 是 不 成 立 。 其 次 假设 oln) 成 立 。 如 果 
kem,men 十 1， 则 kem,men 或 kem,m = n， 不 管 什 么 情况 ， 都 有 
keEn+1o 


(7) 由 基础 公理 立即 可 得 。 有 时 我 们 需要 避免 基础 公理 ， 则 用 归纳 
法 易 得 ， 见 习题 3.7.4。 


(8) “对 于 自 左 至 右 的 方向 , 假设 m em。 对 任意 r, 如 果 zem, Wh 
(6), ren, AIE mC no 根据 (7), mA#n, 所 以 m cn。 为 证 明 另 一 个 方 
向 , 任 给 自然 数 m, ENRE M = {neEN |m cn 一 men}, 我 们 现在 证 
H M = N。 首先 , 0EM, 因为 没有 自然 数 满足 m c 0; 其 次 , 假设 ne M ， 
根据 (3.4)， 我 们 只 需 证 明 n 十 le M。 为 此 , 假设 mcn+l1=nUf{n}。 
此 时 有 3 种 可 能 : m C n,m =n, nem. 但 是 , nem 是 不 可 能 的 。 因 为 
这 意味 着 (根据 (4)) n+ 十 1em。 而 由 假设 , mAnt+1, (AUR n+1lem, 
RA nt+lom, 同样 与 假设 了 矛盾。 这样 就 只 有 mcn A m = 两 种 可 能 。 
WR m c n， 则 根据 归纳 假设 , men, 也 就 有 men 二 1, 所 以 n+l1€eEM; 
WR m=n, WW men 十 1, 同样 n+leM。 
口 


3.1.6. 定理 (N, €) 是 一 个 线 序 集 。 


证 明 . 自 反 性 是 显然 的 ; 传递 性 可 由 引 理 3.1.5 (6) 得 到 ; 至 于 反对 称 性 ， 
假设 men Enem, 如 果 n 关 m， 则 必 有 nen， 而 这 与 引 理 3.1.5 (7) F 
盾 ， 所 以 只 有 n = m。 最 后 ， 为 证 明 E 是 连接 的 ， 定 义 性 质 v(x): 对 所 
有 的 meN, mea he creme 

首先 0 有 性 质 p: 对 所 有 的 meN, 0Em。 

其 次 ,假设 p(n) Ra, M, HAMAKI meN, men 或 者 nem. mX 
SNF m en 或 者 n= m kA nem, 而 


。 如 果 men, Mj m em 十 1; 
。 如 果 m=n, Wi men4+1; 
。 如 果 nem, 则 n 十 lem。 
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口 


所 以 ， 对 所 有 的 meN, men+1Kn+1leme 


以 上 结果 表明 ，eE 正好 表示 了 自然 数 的 “自然 ”大 小 关系 ， 于 是 我 们 
可 以 定义 : 


3.1.7. 定义 对 任意 mneN, m<n 定义 为 mEn im <7 定义 为 MEN 


整数 、 有 理 数 以 及 实数 上 的 大 小 关系 < 都 是 线 序 ， 但 自然 数 的 大 小 关 
系 除了 已 经 证 明 是 线 序 外 ， 还 有 更 为 重要 的 性 质 ， 即 它 还 是 “ 良 序 ”。 


3.1.8. 定义 集合 4 上 的 线 序 < 如 果 还 满足 A 的 每 一 非 空 子 集 都 有 最 小 
元 。 就 称 为 良 序 。(4, <) 称 为 良 序 集 。 


我 们 将 在 下 一 章 仔细 考 察 良 序 关系 ， 而 目前 ， 我 们 只 是 证 明 <Æ N 上 
的 良 序 。 为 此 ， 需 要 以 下 形式 的 归纳 原理 。 


3.1.9. 第 二 归纳 原理 令 g(x) 为 一 个 性 质 。 假 设 对 所 有 的 NEN, 
如 果 对 所 有 的 <n 都 有 p(k)， 那 么 p(n)， 
那么 yp 对 所 有 的 自然 数 n 都 成 立 。 


证 明 . 定义 集合 M = {meN |Yk(k < m 一 p(k))}。 首先 0€M， 因 为 没有 
k<0; HM, 假设 ne M， 即 对 所 有 的 <n，w(k) 都 成 立 。 则 根据 已 知 ， 
p(n) 也 成 立 ,而 这 就 意味 着 对 所 有 的 <n 十 1，y(k) 成 立 , Mn+1leM. 
这 样 ， 我 们 就 证 明了 : M = N， 即 ， 对 所 有 的 m, MAA k<m, glk) 
wear. SAM, SHER REN, WFE n >k, PRU p(k) 对 所 有 的 keEN 都 
成 立 。 口 


3.1.10. 定理 (N,<) 是 良 序 集 。 


证 明 . 前 面 已 经 证 明 (N, <) 是 线 序 集 。 现 在 只 需要 证 明 对 N 的 每 一 个 非 空 
FTE X, X 都 有 最 小 元 。 假 设 X 没有 最 小 元 ， 考 虑 集合 N 一 X， 我 们 用 
第 二 归纳 原理 证 明 N- X = N。 假 设 对 所 有 的 k<n, kEN-X, An 
一 定 属于 N- X, AJF nex, EK n 小 的 都 不 属于 X, Pr n 就 
是 X 的 最 小 元 , 5 X 没有 最 小 元 矛盾 。 因 此 N 一 和 =N，X 一 0， 矛盾 。 
所 以 X 有 最 小 元 。 口 
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3.2 自然 数 上 的 递归 定理 与 运算 


我 们 离 完整 地 表示 自然 数理 论 还 有 一 步 ， 即 定义 自然 数 上 的 运算 。 一 
般 是 用 所 谓 “ 递 归 定 义 ” 的 方法 进行 的 。 例 如 加 法 运算 可 定义 如 下 : 对 任意 
meN, 

m+0=m, 


m+(n+1)=(m+n)+l1ə 


在 这 个 定义 中 ， 实 际 上 用 到 了 两 个 函数 fifo, A 用 来 确定 对 任意 
m, m+0 的 值 ， 此 处 是 N 上 的 等 同 函数 ， 即 户 (m) = m; fo 则 用 来 
根据 m+n WEHA m 十 (n 十 1) 的 值 ， 此 处 实际 上 为 后 继 函 数 ， 即 
户 ((m 十 mm) = (m 十 n)+。 因 此 ， 以 上 定义 就 是 : 对 任意 men, 


(3.7) 


m+0 = fi(m), 
m+(n+1)= fo((m+n),n). 


这 种 定义 方式 在 数学 中 常见 ， 读 者 肯定 遇 到 过 许多 。 但 问题 是 : 为 什么 
这 样 定义 是 合理 的 ? 也 就 是 说 ,这 样 的 方式 真 的 能 唯一 确定 加 法 运算 吗 ? 一 
般 的 数学 教材 会 把 这 诉 诸 直观 而 不 加 证 明 。 的 确 ， 这 样 的 定义 也 确实 是 直 
观 上 显然 的 。 不 过 ， 既 然 集合 论 要 作为 数学 的 基础 ， 那 它 就 只 能 接受 ZFC 
的 公理 是 直观 显然 的 ， 是 不 证 自明 的 。 所 以 , 为 了 对 以 上 定义 辩护 ,我 们 要 
在 集合 论 内 证 明 : 
唯一 的 画 数 f :NxN 一 NN 满足: 
GD f(m,0) = film) + 
(2) f(m,n+1) = fo(f (m,n),n). 
加 法 是 自然 数 上 的 函数 ， 而 递归 的 方法 可 用 于 定义 N 到 任何 集合 4 上 


的 函数 。 而 且 在 以 上 定义 中 ， 作 为 参数 出 现 的 m 也 可 暂时 不 予 考虑 ， 于 是 
问题 转化 为 以 下 更 一 般 的 的 定理 : 


(3.8) 


3.2.1. 递归 定理 对 任意 集合 4， 任 意 QuE A4， 以 及 任意 函数 g:AxN 一 4， 
存在 唯一 的 函数 1:N -A 满足 : 


(1) f(0)=a; 
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(2) ”对 所 有 的 neN, f(n+1) = 9(f(n),n)o 


在 证 明定 理 前 ， 我 们 首先 给 出 以 下 定义 : 


3.2.2. 定义 序列 是 以 自然 数 n 或 全 体 自然 数 的 集合 N 为 定义 域 的 函数 。 
如 果 它 的 定义 域 是 neEN， 则 称 为 长 度 为 n 的 有 穷 序列 ; 特别 地 ， 定 义 域 为 
0 的 序列 称 为 空 序列 ; 而 定义 域 为 N 的 序列 称 为 无 穷 序 列 。 

一 个 由 集合 4 中 的 元 素 组 成 的 长 度 为 n 的 序列 是 一 个 由 n 到 4 的 函 
数 s : n 一 A4， 注 意 到 ， 所 有 这 样 的 序列 组 成 的 集合 是 4"。 同 样 ， 一 个 由 
集合 A 中 的 元 素 组 成 的 无 穷 序列 是 一 个 由 N 到 A 的 函数 : s:N 一 4， 所 
有 这 样 的 序列 组 成 的 集合 是 AN。 

序列 常常 用 以 下 方式 表示 : 

© AAW: (a, | i < n), 或 (a; | i = 0,1,2,...,n — 1), 或 


(@o,@1,.--+,@n—1)3 
© 无 穷 序列 : (ai | ieEN), 或 (a; |i =0,1,2,...), 或 (a;)%o; 
© 空 序列 : (); 
。 由 4 的 元 素 组 成 的 所 有 有 穷 序 列 的 集合 : AN =U, yA"; 
。 有 穷 序 列 的 值 域 : {a; | i < n}, {a0,a1,...,an}3 
。 无 穷 序列 的 值 域 : {a; | ie N},，{ai}>o。 


递归 定理 的 证 明 : 首先 , 我 们 证 明 f 的 存在 性 。 任 取 序 列 t: (m 十 1) 一 
A, WR to = a MAMAHI k <m, tey = g(tr,k)， 就 称 其 为 基于 a 和 g 
的 m- 近 似 ， 定 义 


F= {tE P(N x A) | tÆ mm- 近似 } 。 
并 且 令 f=UF- 
以 下 证 明 3 个 事实 : 


(1) 了 是 函数 。 要 证 明 六 是 函数 ， 只 需要 证 明 F 是 相 容 的 函数 系统 。 
假设 t,wEF, dom(t) =n, dom(u) = m。 同 时 不 妨 假设 n <m; 现在 只 
需 证 明 : 对 于 任意 有 <n, tk = ur。 显然 t0 = uo =a; WÈ tk = uk, W 
tr+1 = g(tx,k) = guk, k) = Uk+1° 由 归纳 原理 ， 对 于 任意 < Nn, tk = Uko 


39 


集合 论 


(2) dom(f) = N 并 且 ran(f) C Ao HM, dom(f) C N 并 且 
ran(f) C 4。 为 了 证 明 dom(f) = N， 我 们 证 明 N C dom(f)， 即 证 明 
对 所 有 的 ne N， 存 在 一 个 n- 近 似 +。 首先 ，t = {(0,a)} 是 0- 近 似 。 假 设 t 
是 n- 近 似 ， 定义 n 十 2 上 的 函数 t+: 


MER k <n, Ott =the; 同时 , $ tiy = g(tn,n)。 (3.9) 
we, tt 是 一 个 n 十 1 近似 。 所 以 任意 n 都 属于 某 个 te 大 的 定义 域 ， 所 
BA N C Uer dom(t) = dom( f)» 


(3) f 满足 (1) 和 (2)。 对 于 (1), 显然 f0) =a, HAMA ter 
有 to = a。 而 对 于 (2)， 如 果 te 三 是 nn 十 1- 近 似 ， 则 对 所 有 的 k€ dom(t)， 
te = fk, PRA f(n +1) = trai = g(tn,n) = g(f(n),n)e 

其 次 ， 我 们 证 明 f 是 唯一 的 。 假设 存在 h: N 一 4 也 满足 : (i) 
h(0) =a; (ii) 对 所 有 的 neN, h(n 二 1) = g(h(n),n)o 

显然 f(0) = h(0) = a, 而且 如 果 f(n) = h(n), W f(n4+1) = 
9(f(n),n) = g(h(n),n) = h(n 十 1)， 由 归纳 法 ， 对 所 有 的 n，f(n) = h(n), 
Bp f=he El 


在 以 上 证 明 中 我 们 省 去 了 参数 ， 而 在 使 用 递归 定理 时 ， 使 用 参数 是 常 
见 的 情形 ， 就 像 加 法 的 定义 那样 。 把 以 上 定理 推广 到 带 参数 的 情况 是 很 容 
易 的 。 


3.2.3. 带 参 数 的 递归 定理 令 a: PP 一 4 和 g:Px4xN 人 一 4 为 函数 。 存 
在 唯一 的 函数 f:PxN 一 A 满足 : 

(1) 对 所 有 的 pe P，f(p,0) = a(p) ; 

(2) 对 任意 EN # peP, f(p,n+1) = g(p, f(p n), n)o 


WEAR. $ AP 为 PP 到 4 的 函数 集合 ， 我 们 定义 由 AP xN 到 AP 的 一 个 函 
数 G: 对 任 一 (t,n) € AP xN, $ G(t,n) WAP 中 的 一 个 函数 h， 使 得 对 
任意 peP, h(p) = g(p,t(p),n)。 这 样 的 h 当然 是 唯一 的 ， 所 以 以 上 定义 
是 合理 的 。 根 据 归 纳 原 理 ， 存 在 唯一 的 函数 下: N 一 42， 满 足 : 


(1) F(0)=aeA?; 
(2) F(n+1)=G(F(n),n)o 
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最 后 令 f(p,n) = F(n)(p), W f Æ P xN > A MRM, BWE (1) 和 
(9)。 


应 用 递归 定理 ， 可 以 定义 自然 数 上 的 运算 。 


3.2.4. 定理 存在 唯一 的 函数 十 :NxN 一 NN 满足: 
(1) 对 所 有 的 mEN, +(m,0)=m; 
(2) 对 所 有 的 m,nEN, +(m,n+1)=+(m,n) +1. 


VERA. 应 用 带 参数 的 递归 定理 : A= P =N, alp) =p, g(p,z,m) = z+1。 O 


3.2.5. 定理 存在 唯一 的 函数 .:NxN 一 满足: 

(1) 对 所 有 的 mEN, (m,0)=0; 

(2) 对 所 有 的 mneEN, -(m,n+1)=-(m,n) +m. 

根据 习惯 ， 常 把 十 (m,n) 和 .(m,m) SVE m+n 和 m:n 或 者 mn. H 
以 上 定理 可 以 定义 加 法 和 乘法 如 下 : 
3.2.6. 定义 自然 数 上 的 加 法 和 乘法 是 如 下 定义 的 NxN 到 N 的 函数 : 


加 法 : m+0=m E m+(n+1)=(m+n) 41, 
乘法 : m0=0 E m(n+1)=mn+m., 


3.2.7. 引 理 对 任意 m,n,peN, 
(1) 加 法 交换 律 : mtn=n+m; 
(2) 加 法 结合 律 : (mt+n)+p=m+ (n+p); 
(3) ”乘法 交换 律 : mn = mm ; 
(4) ”乘法 结合 律 : (mn)p = m(np) ; 
(5) 乘法 对 加 法 的 分 配 律 : m(n 十 p) = mn + mp. 
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证 明 . 作为 例子 ， 我 们 证 明 (1)， 其 余 的 留 作 习题 。 施 归纳 于 n。 首 先 ， 
n=0 时 ,需要 证 明 对 任意 m, O+m=m4+0=m: 由 于 (a) 0+0=0, 
和 (b) O+ m=™m, 所 以 0 十 (m 十 1) = (0 十 m) 十 1=m 十 1 (注意 这 里 没 
有 使 用 加 法 结合 律 ， 而 是 根据 加 法 的 定义 ); 假设 m 十 n =n 十 m， 现 在 需 
要 证 明 对 任意 m，m 十 (ni 十 1) = (n 十 1) 十 m， 这 仍然 需要 归纳 法 。 首 先 ， 
0+(n+1)=(0+n)+l=n4+1, HKB m+ (n+1)=(n+1)4+m, M 

(m+1)+(n+1)=((m+1)4+n)+4+1 

=(n+(m+1))4+1 

=((n+m)+1)+1 

=((m+n)4+1)4+1 

=(m+(n+1))+1 

=((n+1)+m)+1 

=(n+1)+(m+1)- 


33 等 势 


在 继续 扩大 我 们 的 数 系 之 前 ， 需 要 介绍 等 势 的 概念 。 正 如 导言 中 所 说 ， 
康 托 是 以 这 个 概念 为 出 发 点 开始 探讨 无 穷 的 。 因 为 ， 对 纯粹 集合 论 来 讲 ， 最 
基本 的 问题 就 是 一 个 集合 含有 “多 少 ”元 素 。 

这 里 我 把 “多 少 ” 加 了 引号 ， 是 想 提 醒 读者 思考 一 下 : 说 一 个 集合 X 
有 “多 少 ”元 素 到 底 是 什么 意思 ?要 知道 X 的 元 素 个 数 ， 最 简单 的 办 法 就 
是 “ 数 一 数 "， 而 所 谓 “ 数 一 数 ， 照 直观 的 理解 ， 就 是 在 X 与 自然 数 集合 
N 或 N 的 子 集 ( 某 个 自然 数 ) 之 间 建 立 一 一 对 应 。 可 一 个 自然 的 问题 是 : N 
总 是 够 的 吗 ?我 们 很 快 就 会 知道 N 是 不 够 的 ， 因 此 需要 一 个 抽象 化 的 “ 数 
一 数 ” 概 念 。 


3.3.1. 定义 如 果 在 存在 一 个 以 集合 X 为 定义 域 ， 以 集合 了 为 值 域 的 双 射 ， 
就 称 集合 X 和 了 ASB, AASATA |X|=|YI. 

如 果 存 在 集合 X 到 集合 Y 内 的 单 射 ， 就 称 X 的 势 小 于 等 于 Y HF. 
表示 为 |X|<|Y|。|X| < |Y| 意味 着 存在 Y 的 子 集 2 使 得 |X| = |2|。 

|X| < |Y| 表示 |X| < |Y| 但 是 并 非 |X| = |Y|。 同 时 要 意识 到 : 
XI| < |Y| 并 不 等 价 于 存在 Y 的 真子 集 Z 使 得 |X| = |2|。 
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3.3.2. 练习 对 任意 集合 X,Y, ÆN X~Y 当 且 仅 当 |X| = |Y|。 证明 ~ 
是 一 个 “等 价 关 系 ”。 罗 素 曾 定 义 X 的 “基数 ”为 等 价 类 [X]~， 这 样 的 定 
义 有 什么 问题 ? 


< 是 一 个 偏 序 ， 自 反 性 和 传递 性 是 显然 的 ， 关 键 一 步 是 反对 称 性 。 


3.3.3. BRIE - 伯 恩 斯 坦 定理 如 果 |X| <|Y| 并 且 |Y|<|X|, 则 |X|=|Y|。 


证 明 . 因为 |X| < |Y|, KEEA X ZlY 的 单 射 : fs X OY; 又 |Y| < |X], 
所 以 存在 由 Y 到 X 的 单 射 : g:Y > X. AH, FIX]CY, g[Y] CX, 所 
以 g[f[X]] E g[Y] E Xo É, IIX = |X] 而 |g[¥]| = |Y|。 所 以 我 们 
只 需 证 明 对 任意 集合 A, A,B, 


如 果 A'CBCA 并 且 |A41|=|4|,， 则 |B|=|4l。 


就 能 得 到 |Y| = |9[ 中 | = |X|。 
$ h HH AFJ A’ HRI S 


而 对 于 每 一 n， 定 义 
Anti 一 h[ An], Bras h[Brle 


这 就 递归 定义 了 两 个 集合 的 序列 。 因 为 A C Bo C 4o， 由 归纳 可 以 证 明 对 
任意 n, An+1 C Bn C Ane 令 Cn = An — Bn, 并 且 


C=Ujc 
n=0 
MCCA 4+D=A-C, HF 
h[Ca] = h[An — Bn] = A[An] — h[ Bn] 
= Anti = Bnsi = Cn+l， 
因此 
h[C] = (J Cn =C -Cyo =C - (A — B)» 


n=1 
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现在 可 以 定义 A 到 B 上 的 双 射 j: 
h(x), 如 果 zeC; 
j(z) = 
T, 如 果 x € De 
显然 这 个 函数 是 一 一 的 。 我 们 只 需 证 明 它 是 到 B 上 的 满 射 : 
ran(j) = g[C] U j[D] = h[C] UD 

= j[C] U(A-C) = A — (C — hIO)) 
=A-—(A—B)=ANB=B. 


/ 


今后 对 于 自然 数 n， 我 们 将 |n| 直接 写作 no 


3.3.4. 定义 对 任意 集合 X, 

(1) 如 果 存 在 EN， 使 得 |X| = m， 就 称 X 为 有 穷 的 ; 

(2) ”如 果 对 任意 neEN 都 有 |X| An, HX 为 无 穷 的 ; 

(3) 如果 |X| = |NI， 就 称 X 是 可 数 的 或 可 数 无 穷 的 ; 

(4) 有 穷 的 或 可 数 的 集合 称 为 至 多 可 数 的 ; 

(5) 不 是 可 数 的 无 穷 集合 称 为 不 可 数 的 。 

先 来 看 有 穷 集合 的 性 质 。 

3.3.5. BERE @ 如 果 n 是 自然 数 ， 则 不 存在 n 到 它 的 真子 集 久 Cn 上 
的 双 射 。 所 以 对 任意 有 穷 集 合 X, RHE X 到 X 的 真子 集 的 双 射 。 


WEAR. 施 归 纳 于 no n=O 时 命题 自然 成 立 。 假 设 命题 对 n 成 立 而 对 n 十 1 
不 成 立 ， 即 存在 n +1 到 它 的 真子 集 X Cn 十 1 上 的 双 射 fo HERB nex 
KngX. WR ngX, WA fin 是 n 到 n 的 真子 集 久 一 {f(n)} 的 双 射 ， 
Ayo WR me 义 ， 则 存在 有 <n，f(k) =n。 WR k=n, 即 ，f(n) =n， 
Wf tn EAE n BX —{n} ERNI AW, E n 上 的 函数 g: 
ih = fii), Bik; 
f(n), i= ko 
g Æ n F) n 的 真子 集 X -— {n} 的 双 射 。 o 
外 通常 也 会 称 为 “ 抽 层 原理 ”或 “鸟巢 原理 ”。 
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而 对 于 无 穷 集合 ， 这 样 的 映射 是 存在 的 ， 这 甚至 可 以 看 作 是 无 穷 集 合 
的 定义 ， 见 命题 3.3.11。 


以 下 一 系列 定理 讨论 可 数 集合 的 性 质 。 作为 “最 小 ”的 无 穷 (定理 3.3.6) , 
可 数 集合 的 可 数 并 ， 有 穷 多 个 可 数 集合 的 卡 氏 积 ， 等 等 ， 都 依然 是 可 数 的 ， 
即 都 与 N 一 一 对 应 。 这 似乎 表明 我 们 很 难 “超出 ”可 数 无 穷 这 个 层级 ， 但 
是 本 章 3.6 节 会 讨论 “超出 ”可 数 层 级 的 无 穷 。 对 更 大 无 穷 的 研究 正 是 集合 
论 的 主题 。 


3.3.6. 定理 每 一 无 穷 集合 有 一 个 可 数 子 集 。 


证 明 . 对 任意 无 穷 集合 4， 应 用 选择 公理 的 第 二 形式 ， 令 f H P(A) 上 的 
选择 函数 。 定义 序列 (Qi)ieN 如 下 : 


ao = f(A); (3.10) 
an+ı = f(A — {a0,.…- ,Qn}), 
则 (ai)ie 是 一 一 序列 ， 所 以 值 域 是 可 数 的 且 是 4 的 子 集 。 口 


3.3.7. 定理 两 个 可 数 集合 的 并 是 可 数 集合 。 


证 明 . $ A = {fan |neN} 和 B = {b,|nEN} 为 可 数 集合 。 构 造 序列 
(Cn) ig 如 下 : 
Cok = aJt A.cops1 = by, kENo 


TI AUB = {en |neN}。 口 
3.3.8. 推论 有 穷 多 个 可 数 集合 的 并 是 可 数 的 。 


3.3.9. 定理 如 果 4 和 已 是 可 数 的 ， 则 Ax B 是 可 数 的 。 


证 明 . 只 需要 证 明 |N x N| = |N|。 
考虑 函数 
f(k,n) = 2*. (2n+1)-— 1o (3.11) 
首先 f(k,n) 是 一 一 的 : 假设 2". (2n; 十 1) 一 1 = 2% . (2n +1)—1, W 
2kı=k2 . (2m; +1) = (2n2 +1), 如 果 ky Æ k2, 不 妨 设 kı > ke 且 ki—k2 = m, 
则 2™(2ny +1) = 2ng + 1， 等 式 左边 为 偶数 而 右边 为 奇数 ， 了 矛盾 。 所 以 
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ky = k2, 因此 Ny = N20 其 次 证 明 ranf = Ne 对 任意 自然 数 m, 如 果 m 是 
at, WS k=0 Mi n=m/2, 这 样 m=2°(2n+1)—-1; WR m 是 奇数 ， 
WW mm 十 1 为 偶数 ， 而 任何 偶数 可 以 表示 为 2*(2n 十 1)。 口 
3.3.10. 推论 

(1) HRA, Ans 都 是 可 数 的 ， 则 Uy An 是 可 数 的 ; 


(2) 如 果 A, ,4。 是 可 数 的 ， 则 Al x .…. x A, 是 可 数 的 。 特 别 
地 ， 对 任意 m > 0，Nm 是 可 数 的 ; 


(3) 如 果 4 是 可 数 的 ， 则 4<N = Uen A" 是 可 数 的 ; 
(4) 如 果 A 是 可 数 的 ， 则 A 的 所 有 有 穷 子 集 组 成 的 集合 
X={rtCA|#An, |2|=n} (3.12) 


是 可 数 的 。 


证 明 . 见习 题 3.7.15。 口 


我 们 定义 有 穷 用 到 了 自然 数 的 概念 。 以 下 介绍 几 种 有 穷 的 定义 ， 可 以 
避免 使 用 自然 数 。 


3.3.11. 命题 以 下 命题 等 价 : 
(1) 集合 X 是 有 穷 的 ; 


(2) 存在 X 上 的 线 序 < 满足 X 的 每 一 非 空子 集 在 < 下 有 最 大 元 
和 最 小 元 ; 


(3) X 的 每 一 非 空子 集 族 都 有 C 关系 下 的 极 大 元 ; 


(4) X 是 戴 德 金 有 穷 的 ， 即 : 不 存在 由 X 到 其 真子 集 的 一 一 映射 。 
由 此 ， 我 们 还 可 定义 : X 是 戴 德 金 无 穷 的 当 且 仅 当 它 不 是 戴 德 金 有 穷 的 。 


XERA. (1) & (2) WR X AF, W X = {202 ,zn}， 
0,1,...,n 是 自然 数 。 定 义 X 上 的 关系 为 : a, < zn 当 且 仅 当 m <n, 
则 < ERF, HEH X 的 每 个 子 集 都 有 最 大 最 小 元 。 反 之 ， 如 果 X 满足 条 
F, MW X 有 最 小 元 , S X 的 最 小 元 为 zo, 而 X — {29} 也 有 最 小 元 , SH 
H xi, WHE, Sang, WX —{20,01,°:- tn} 的 最 小 元 。 由 于 X 有 最 大 元 ， 
故 总 存在 m, (84% 和 一 {fzoyzi ,Znm}=0， 即 和 ={fzozi yzm}。 
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(1) & (3)。 WRX 有 穷 ， 则 存在 m，|X| = m。 如 果 FCE P(X) 
是 X WF RIK, WER Y CF, |Y| <mo Alt {Y| | Y EF} 有 最 大 元 ， 
SHA n, WHE |Y| = n 的 Y 是 F RKE. IRK, WR XEF, 
WF={Y C1Y 是 有 穷 的 } 没有 极 大 元 。 


(1) & (4)。 WR |X|=m， 则 X 的 任意 真子 集 Y, |Yl=n<m, 
WATE X BY 的 一 一 上 映射。 反之 , 如 果 X 无穷 , 则 由 上 面 的 定理 , XA 
可 数 无 穷 子 集 X' = {zo,z1,:…}。 显 然 ，g(zn) = Tny Æ X' 到 X' — {zo} 
上 的 双 射 。 令 Xi =X —{ao}, EMF: XOX 为 : 


pi Rae X — X', 
f(z) = 
g(x), 如 果 z € x’, 


则 了 是 双 射 。 


3.4 整数 与 有 理 数 


自然 数 上 的 加 法 和 乘法 运算 都 有 逆 运 算 。 例 如 加 法 的 逆 运算 减法 可 定 
义 为 : 
m—-n=p 当 且 仅 当 m=n+p. 


然而 这 个 定义 却 不 是 合适 的 ， 因 为 当 m <n 时 ， 找 不 到 peN 使 得 
m 二 n 十 p。 也 就 是 说 ， 自 然 数 对 减法 不 是 封闭 的 。 为 此 ， 我 们 需要 扩大 自 
然 数 到 整数 。 为 了 清晰 ， 今 后 我 们 将 用 <n, +N,'N 分别 表示 自然 数 上 的 序 、 
加 法 和 乘法 。 


3.4.1. 定义 An 是 如 下 定义 的 集合 Nx N 上 的 等 价 关 系 
(misni) ~ (m2,n2) 当 且 仅 当 mi 十 Nma = m 十 N m1, (3.13) 
整数 集合 Z 定义 为 商 集 N x N/ ~。 


3.4.2. 练习 证 明 以 上 定义 中 的 ~ 是 N x N 上 的 等 价 关 系 。 


以 下 定义 上 的 序 和 运算 。 
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3.4.3. 定义 整数 集合 上 的 序 和 运算 定义 如 下 : 
Fe: [(ma,ma)] <z [(ma,ma)] © Mı +n n2 SN M2 +n 13 

加 法 : [(ma;ma)] +z [(me,n2)] = [(mi +n M2, nı +n n2)]; (3.14) 

乘法 : [(masna)] -z [(m2,n2)] = [(mi ‘N ma +n ma ma . 
M1 °N N2 +N 1 -N 7722)] 。 

特别 地 ，0z = [(0,0)]。 可 以 证 明 整 数 上 的 运算 满足 所 有 我 们 熟悉 的 性 
质 。( 读 者 可 尝试 证 明 这 些 性 质 ， 如 加 法 的 交换 律 、 结 合 律 等 等 。)) 今后 我 
们 用 a,b,c 等 字母 表示 整数 。 
3.4.4. 命题 对 任意 整数 g， 存 在 唯一 的 整数 aq， 使 得 a+za = 0z。 


证 明 . 令 a = [(m,n)] HER, Ma’ = [(n,m)], 则 a+za’ = [(m+nn,n+n 
m)] = [(0, 0)] = 0z。 唯 一 性 的 验证 留 给 读者 。 口 


这 个 唯一 的 a’ 记 为 -a。 今后 ,我 们 用 a 一 b 表示 a+ (—-b), PE 
a 的 绝对 值 如 下 : 


3.4.5. 定义 对 任意 整数 ag，a 的 绝对 值 |a| 定义 为 
f #a >z 0z, 
la| = 
—a, Ha <z Ozo 
显然 ， 对 任意 整数 a, jal >z 0z。 
我 们 将 Z AVE N 的 扩张 , 但 这 并 不 意味 着 N C Z。 而 是 说 N ATLA “i 
A” BIZ 中 。 这 个 事实 由 以 下 定理 表述 : 
3.4.6. 定理 存在 函数 f : N 一 也 ， 满 足 : 
(1) 是 单 射 ，F(0) = 0z ; 
(2) 对 任意 m,neEN，m <N7 当 且 仅 当 f(m) <z f(n); 


(3) 对 任意 m,nEN, f(m+nn) = f(m) +z f(n) 并 且 f(m-nn) = 
f(m) -z f(n). 


证 明 . 定义 f(n) = [(n,0)]。 请 读者 验证 函数 f 满足 定理 的 要 求 。 口 
出 于 同样 的 动机 ， 我 们 以 下 定义 全 体 有 理 数 的 集合 Q 
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3.4.7. 定义 令 Z+ = {faeEZ|a>z0z}。 如 果 ~ ZAKS Zx Zt 上 的 如 下 
定义 的 等 价 关 系 

(a1,b1) ~ (a2, b2) 当 且 仅 当 Q1 'Z bo = Q2 'Z bi, (3.15) 


则 有 理 数 集合 Q 就 定义 为 商 集 Zx Z+/ ~ 
3.4.8. 练习 证 明 以 上 定义 的 ~ 是 2x2Z+ 上 的 等 价 关 系 。 
我 们 一 般 用 p, g,r 表示 有 理 数 。 特 别 地 ，0o = [(0z,a)], 1o = [(a, a)]。 


3.4.9. 定义 有 理 数 上 的 序 和 运算 定义 为 : 


Æ : [(a1,b1)] <o [(a2, b2)] © a1 -z b2 <z a2 z b1; 
加 法 : [(a1,b1)] +o [(a2, b2)] = [(a1 z b2 +z az z bı, bı -z b2)]; (3.16) 
乘法 : [(a1,b1)] -q [(a2, b2)] = [(a1 -z az, bı -z b2)]o 
请 读者 自行 验证 以 上 定义 的 有 理 数 运算 满足 如 交换 律 、 结 合 律 、 分 配 律 等 
性 质 ， 或 者 参阅 文献 ([3]) 104 页 至 107 页 。 


3.4.10. 命题 
(1) 对 任意 有 理 数 p， 存 在 唯一 的 有 理 数 pl， 使 得 p 十 og pi = 06; 
(2) ”对 任意 有 理 数 p 关 00， 存 在 唯一 的 有 理 数 pr ÈI pop = loQ。 


证 明 . (1) 令 p = [(a, 6), 取 y= [(—a, b)], 则 2 十 Dil = [(a .Z D 一 
(a -z b), b -z b)] = [(0, b -z b)] = Oge 


(2) $ p= [(a,b)], a#0zo WF a >z 0z， 则 取 pa = [(b,a)]， 此 时 
P-QP2 = [|(a-zb,a-zb)] = lo; WR a <z 0z, WE po = [(—b, —a)], 同样 满 
足 条 件 。 

口 


这 个 唯一 的 pi 记 为 -p， 而 po 记 为 1/p。 
我 们 用 以 下 定理 表明 ZT “RA” 到 Q@ 中 , Q 是 Z 的 扩张 。 
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3.4.11. 定理 存在 函数 f:Z>Q, HA: 


(1) 了 是 单 射 ， f(0z) = 0g; 
(2) 对 任意 a,beZ，a <zb 当 且 仅 当 f(a) <q f(b); 


(3) 对 任意 a,beZ,， f(atzb) = f(a) +o f(b) 并 且 f(azb) = 
F(a) -o f(b)。 


证 明 . 定义 f(a) = [(a,1)]， 容 易 验 证 f 满足 要 求 。 口 


3.4.12. 定理 可 数 集合 上 的 等 价 关系 有 至 多 可 数 个 等 价 类 。 


证 明 . 显然 ， 如 果 集 合 X 是 可 数 的 且 ~ 是 其 上 的 等 价 关 系 ， 则 f(x) = [z] 
是 和 到 X/~ 的 满 射 。 所 以 X/ ~ 是 至 多 可 数 的 。 口 


3.4.13. 定理 整数 集合 Z 和 有 理 数 的 集合 @ 是 可 数 无 穷 的 。 
证 明 . 它们 都 是 可 数 集合 上 的 等 价 类 的 集合 并 且 是 无 穷 的 。 口 


在 本 节 的 最 后 ， 我 们 讨论 有 理 数 集合 的 一 个 重要 性 质 ， 同 时 介绍 康 托 
的 “往复 ”证 明 法 。 如 果 (X,<) 是 线 序 集 ， 则 相应 的 (X, <) 称 为 “严格 线 
序 集 ”， 一 般 也 称 为 线 序 集 。 


3.4.14. 定义 RAR (X,<) 是 稠密 的 ， 如 果 它 至 少 有 两 个 元 素 ， 并 且 对 任 
BabeX, wRa<b, MHATEX 满足 a<z<b。 


显然 ， 有理数 集合 (Q, <) 是 稠密 的 ， 根 据 定 理 3.4.13， 它 也 是 可 数 的 ， 
同时 ， 有 理 数 没有 最 大 最 小 元 。 以 下 定理 表明 ， 有 理 数 集合 是 同时 满足 所 
有 这 3 个 条 件 的 线 序 集 的 “代表 ”。 


3.4.15. 定理 令 (P<p) 为 可 数 的 无 端点 稠密 线 序 ， 则 (P,<p) 与 (Q, <) 
同 构 。 


证 明 . (往复 法 ) $ (p | NEN) 和 (qn | NEN) 分 别 为 一 一 序列 ， 并 且 
P = {pn | nEN}, Q= {gn |neN}。 首 先 我 们 定义 : 
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3.4.16. 定义 对 于 线 序 集 (已 <p) 和 (Q@,<o)，A CP 和 A' CQ 分 别 为 它 
MHART R. wR hÈ AR A 的 双 射 ， 同 时 对 任意 x,VyEA，Xz <Yy 当 
且 仅 当 h(z) <h(y), Bh A (P,<p) 的 (@,<e) 的 局 部 同 构 。 


以 下 证 明 对 于 无 端点 稠密 线 序 ， 任 何 局 部 同 构 都 可 进一步 扩充 。 


3.4.17. 引 理 假设 (P,<p) 和 (Q,<q) 是 无 端点 稠密 线性 序 。 如 果 岂 是 
P 到 Q 的 局 部 同 构 ，pEP 而 geEQ@， 则 存在 局 部 同 构 hh,。 Dh, BR 
pEdom(hy,g) E q E ran(hp,q)o 


对 引 理 的 证 明 : 令 h= {(piay di) - -+ (DinrGind}> Pir <P Pig <P <p Pix» 
所 以 也 有 gi, < do < < Gyo WR p¢dom(h), Wl p <p pi, 或 
Pie <P P <P Dies, 或 Pi, <P Pe 不 论 哪 种 情况 ， 都 取 最 小 的 n 使 得 Qn 
与 di. .gx 的 关系 与 p 5 p,,,...,p;,, 的 关系 类 似 。 也 就 是 说 : 


如 果 P <P Pix, Wan < diss 
如 果 pis <P P <P Dies, Waie < qn < Gers} 
WR pi, <p p, Wai, < qno 


ALA (Q,<) 是 稠密 且 无 端点 的 ， 所 以 o 一定 可 以 找到 。 显 然 hv = 
hU{(p, gn)} 是 局 部 同 构 ， 如 果 ge ran(h')， 则 命题 已 经 证 明 ; 否则 ， 用 同 
样 的 方法 可 以 找到 pm € P 使 得 jv U {(pw,9g)} 是 局 部 同 构 。 

现在 可 以 证 明和 定理 了 。 递 归 定 义 部 分 同 构 的 序列 : 


ho = 0; 
Andi = (hin) beige > 
Sh=Unentn, Wh: P> Q 是 同 构 。 口 


3.5 实数 


早 在 古 希腊 时 代 ， 数 学 家 已 经 发 现 有 理 数 是 不 够 的 。 有 些 量 ， 如 正方 
形 的 对 角 线 与 其 边 长 的 比 ， 不 能 用 有 理 数 表示 。 为 了 说 明 我 们 我 们 定义 实 
数 的 动机 ， 首 先 研究 一 下 有 理 数 的 “缺陷 ”。 
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3.5.1. 定义 线 序 集 (X,<) 如 果 满 足 : 


对 任意 X 的 非 空子 集 了， 如 果 Y ALR, WY AX 中 有 
LAR, 


Wak X 有 最 小 上 界 性 质 。 
3.5.2. 定理 有 理 数 集合 Q 没有 最 小 上 界 性 质 。 
证 明 . © A= {p |p 是 正 有 理 数 且 p:p< 2}。4 在 Q 中 是 有 上 界 的 。 我 们 


将 证 明 4 没有 上 确 界 。 令 B= {p |p 是 正 有 理 数 且 p.p > 2}。 现 在 只 需 
证 明 4 没有 最 大 元 而 B 没有 最 小 元 。 对 任意 有 理 数 p>0, + 


(3.17) 


则 

__ 2p:z-2 
(p+ 2)-(p+2) 

WR pe A, WW p-p—2<0, 根据 (3.17) 式 和 (3.18) 式 , geA 且 p<g; 

WR pe B， 则 根据 (3.17) 式 和 (3.18) 式 , ge B 且 p>g。 口 


(3.18) 


整数 可 表示 为 自然 数 的 有 序 对 ， 有 理 数 可 表示 为 整数 的 有 序 对 。 但 是 ， 

实数 不 能 表示 为 有 理 数 的 有 序 对 。 因 为 后 面 将 证 明 ， 实 数 是 不 可 数 的 ， 而 
有 理 数 的 有 序 对 是 可 数 的 。 实 际 上 ， 每 个 实数 需要 用 一 个 有 理 数 的 无 穷 集 
合 表 示 。 
3.5.3. 定义 如 果 集合 4CQ@Q 满 足 : 

GQ) A4OHAFQ; 

(2) A 是 向 下 封闭 的 :如 果 peA 并 且 g<p,， 则 geA， 

(3) 4 没有 最 大 元 : 如 果 pe A， 则 存在 ge A, p<q, 


就 称 4 是 戴 德 金 分 割 。 全 体 戴 德 金 分 割 的 集合 记 为 有 RR， 恨 的 元 素 又 称 为 实 
数 。 
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3.5.4. 注 


(1) 根据 以 上 定义 , 如 果 peA4A 但 gq A, 则 p<g。 MMR pA 
并 且 p<g, 则 gq 4; 


(2) 我们 一 般 用 z,y, z 表示 实数 。 而 对 于 任意 有 理 数 p, 定义 相应 的 
实数 pr = {q E Q | q <op}。 


3.5.5. 定义 实数 集合 及 上 的 序 定 义 为 : 
Tı Sr T2 当 且 仅 当 zl C220 


容易 证 明 ，( 民 , <r) 是 线 序 集 。 以 下 定理 是 实数 有 别 于 有 理 数 的 最 重要 
的 特性 。 


3.5.6. 定理 实数 集合 (KR, <r) 有 最 小 上 界 性 质 。 

证 明 . $ X 是 实数 的 非 空 子 集 , 并且 z 是 X 的 上 界 。 令 ao = UX。 我 们 需 
要 证 明 a 是 实数 且 a = supX。 显 然 a 是 非 空 的, MEH, 对 所 有 ze 和 X， 都 
有 Zz Cz， 所 以 a 关 Q; 其 次 ,如果 pea 且 dg<p， 则 存在 zl EX, pex 
H qez, FMA qea; 第 三 ， 类 似 的 论证 可 以 得 到 xz 没有 最 大 元 。 这 就 证 
明了 a EX% TA, a Æ X AEA. MRO X 的 上 界 ， 即 ， 对 任意 
mEX, 1, Cb， 则 显然 有 a = UX Cb。 这 就 证 明了 a= supX。 oO 


3.5.7. 定义 实数 集合 及 上 的 加 法 定义 为 : 
£ +rY = {p+o4| PET, qEy} o 


要 说 明 以 上 定义 合适 ， 必 须 说 明 对 任意 实数 ry, +r Yy = 
{p+q|pex,qey} 是 戴 德 金 分 割 。 见 习题 3.7.16。 


3.5.8. 命题 对 任意 实数 z， 存 在 唯一 实数 z/， 使 得 z 十 z' = 0g。 
证 明 . 如 果 z 为 任意 实数 ， 则 令 x’ = {pEQ | 3q > p(—q 27)}。 口 
这 唯一 的 a’ 记 为 —Zo 
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3.5.9. 定义 实数 上 的 乘法 定义 为 : 如 果 工 > 0,y > 0， 则 
ceRy={r|r<poeqk? pez,qey 并且 p,q >g0}; 
如 果 工 二 0 或 y= 二 0， 则 ZRYy 二 0; 而 其 他 情况 则 由 ry BAF 0 的 情况 
来 定义 。 
(-x)-(-y), #2<0, y<0; 
z-y=4-((-2)-y), #2x<0, y>0; 
—(x-(-y)), #2>0, y<0. 


实数 上 加 法 与 乘法 的 算术 性 质 可 由 有 理 数 上 的 同类 性 质 推出 。 例 如 , 加 
法 交换 律 , etry = {ptoq|pex,qey} = {4 +o p| pEr, qEy} =ytree 
其 他 仿 此 可 得 。 见 习题 。 


与 前 面 一 样 ， 实 数 是 有 理 数 的 扩张 。 


3.5.10. 定理 存在 函数 SF: QR, MAX: 
(1) f R#4t, f(0g) = Og; 
(2) WHEE p,qEQ, p<qgq SARS f(p) <r fla); 


(3) 对 任意 p,qEQ, fp +04) = fp) +e fla) 并 且 fipa) = 
f(p) :rn f(q)o 


证 明 . 定义 f(p) = pee 口 


数学 中 常 把 具有 最 小 上 界 性 质 的 稠密 线 序 集 称 为 完备 线 序 集 。 实 数 是 
完备 线 序 集 ， 而 且 根 据 定 理 3.5.10， 它 包含 有 可 数 稠密 子 集 Qr = f = 
{pr |pPEQ}。 今 后 我 们 把 Qr 直接 写作 @， 称 它 的 元 素 为 有 理 数 。 另 外 ， 
这 里 Q 在 及 中 稠密 的 意思 是 : 任何 两 个 实数 之 间 都 有 一 个 有 理 数 ， 即 ， 
Yr,y E R(x < y > Jp E€ Q(a<p<y))e 


3.5.11. 定理 任何 包含 可 数 稠密 子 集 的 无 端点 完备 线 序 集 都 与 (有 R,<R) A 
构 。 


证 明 . + (C, <c) 是 满足 条 件 的 完备 线 序 集 , 而 D 是 它 的 可 数 稠密 子 集 。 显 
然 , D 没有 端点 , 根据 定理 3.4.15, 存在 (D, <c) 5 (Q, <r) KEH ho 对 任 
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意 ceC, $ K.={deD|d<cc}o HT D 是 稠密 的 ， 所 以 存在 d >c ec， 
因此 对 任意 de K。，d <c d', 又 据 h BIW, BOA h(d) <r h(d’), PRU 
h[K.] ER 中 是 有 界 的 。 这 样 ， 取 的 完备 性 使 我 们 可 以 定义 函数 fF: COR 
为 : 


f(c) = sup(h[K.]). 
首先 , f 是 满 射 。 MEM reR, EL X ={peQ|p<ez}, N r= supX, 
& c = sup(h™[X]), W fi) = xz。 其 次 ， 如果 c <o c。， 则 存在 deD, 
cl <c d <c cz。 于 是 h(d) 是 h|Ka] 的 上 界 ， 并 且 h(d)eh[K。,]， 故 有 
sup(h[Ke,]) <r h(d) <r sup(h[K.,]), At f(c1) <r f(c2)。 最 后 ,我们 还 
要 证 明 ， 对 任意 de D，f(d) = h(d)， 而 这 由 于 h 是 同 构 ， 所 以 是 显然 
的 。 口 


3.6 不 可 数 集合 


虽然 自然 数 、 整 数 和 有 理 数 集合 都 是 可 数 的 ， 但 实数 集合 却 不 是 。 本 
节 讨 论 我 们 遇 到 的 第 一 个 不 可 数 集合 。 首 先 需 要 一 个 引 理 ， 也 许 很 多 读者 
对 它 已 经 十 分 熟悉 。 

3.6.1. 区 间 套 定理 设 序列 {r new} 是 及 中 的 一 个 闭 区 间 套 ， 即 ， 
GQ) 每 一 I 都 是 及 PHAR; 
(2) 对 任意 nN, In+1 Cc Ds 
MAO c., In $ Ve 


new 


证 明 . 见习 题 3.7.18。 口 
3.6.2. 定理 (RIE) {0,1} 上 的 全 体 无 穷 序列 组 成 的 集合 {0,1}8 是 不 可 数 
的 。 


证 明 . 如 果 {0,1}” 是 可 数 的 ， 则 一 定 存在 N 到 {0,1} 上 的 一 个 满 射 。 我 
们 证 明 这 样 的 满 射 不 存在 。 任 取 N 到 {0,1}" 的 函数 a, HE a 的 值 域 
ran(a) = {fao,al,…:}， 其 中 每 个 an 是 一 个 0-1 序列 


an = (Qn (0), @n(1), @n(2),° a )e 
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以 下 我 们 证 明 {0,1} # ran(a)o 
定义 序列 BA 
WHEE BAB n, p(n) = 1 一 an(n)。 (3.19) 
Be {0,1}"。 但是, 对 任意 a, € ran(a), MR oan(n) =1, W B(n) = 0， 
之 亦 然 。 所 以 B 4 ran(a)。 这 种 证 明 的 方法 称 为 对 角 线 法 。 
3.6.3. 定理 所 有 实数 的 集合 取 是 不 可 数 的 。 
WEAR. 首先 , 定义 一 个 实数 子 集 的 序列 Co, Ci,…: ， 使 其 满足 以 下 条 件 : 
(1) Co = [0,1]; 


(2) Cay 是 将 Cn 中 每 个 区 间 的 中 间 三 分 之 一 开 部 分 去 掉 ， 即 Cn 
中 的 每 个 (a, b] 被 替换 为 两 个 闭 区 间 


eB) = jac 5 一 oj]， 
Ria, b] = [a+ = (6 ~a), ble 
所 以 我 们 有 Co D C1 2 Cs 2 .…。 考 虑 定理 3.6.2 中 所 有 0 一 1 序列 的 
集合 D， 对 每 一 6e DD， 我 们 递归 地 定义 一 个 闭 区 间 的 序列 
FS, FE 
如 下 : 
Fé = Cy = [0,1], 
5o E 若 6(n) =0, 
nt) ) RF5， 若 6(n) = 1。 
由 归纳 ， 对 每 一 n，Fs 是 Cn 的 一 个 长 度 为 3 的 闭 区 间 。 而 且 
WSRS 
由 区 间 套 定理 可 知 ， 这 一 序列 的 交 不 空 ， 又 因为 当 n BAAN, FP 的 长 
度 趋 近 0， 所 以 这 个 交 至 多 包含 一 个 实数 。 令 
f(6) = a 所 中 的 唯一 元 素 。 
n=0 
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图 3.1: 构造 康 托 集 的 前 4 步 
函数 f 将 不 可 数 集合 D 映 入 实数 的 子 集 : 


C= AÀ Cao 


n=0 


后 者 即 是 所 谓 的 康 托 集 ， 参 见 图 3.1。 这 样 ， 只 要 再 证 明 f 是 一 一 映射 就 行 
To Bik a,8 € D 并 且 aA BB. Fn HE a(n) + B(n) 的 最 小 自然 数 ， 
不 妨 设 a(n) =0 m B(n) =1, 所 以 f(a) € LFS, f(8) € RFE = RFS, 而 
LFeNRFe=0, PRU fia) #f(p)- * Oo 


康 托 用 对 角 线 方法 证 明 实数 是 不 可 数 的 ， 这 实际 上 打开 了 对 更 高 阶 无 
穷 研 究 的 大 门 ， 也 是 集合 论 的 真正 开始 。 


3.7 习题 


3.7.1. 证 明 : 2 C S(z) 并 且 不 存在 z, 使 得 zx C z C S(z)。 因 此 ， 不 存在 


m,neEN, m<n<mlo 


3.7.2. 证 明 后 继 函 数 5 是 N 上 的 单 射 。 由 此 证 明 ， 存 在 N 到 其 真子 集 上 
的 双 射 。 


3.7.3. & (A, <) 为 非 空 线 序 集合 ， 满 足 : 

(1) 对 每 一 pe4， 存 在 ge4 满足 g p; 

(2) 4 的 每 一 非 空 集合 都 有 < 最 小 元 ; 

(3) 4 的 每 一 有 上 界 的 非 空 子 集 都 有 < 最 大 元 ， 
则 (4, <) 与 (N, <) 同 构 。 


57 


3.7.4. 不 用 基础 公理 证 明 引 理 3.1.5 (7)， 即 ， 对 任意 自然 数 n, ngno 
3.7.5. 证 明 除 了 加 法 交换 律 外 的 自然 数 上 的 加 法 和 乘法 的 运算 规律 。 
3.7.6. 证 明 对 任意 自然 数 mn, n= {meN|m <n}。 

3.7.7. 证 明 不 存在 函数 f : N 一 N 满足 对 任意 neN, f(n) > f(n+1)。 


3.7.8. 对 有 限 集合 A, 如 果 SCT, W |45| < |47|; 特别 地 ,如 果 n <m, 
则 |A"| < |4m|。 


3.7.9， 如 果 自 然 数 的 非 空 集合 在 序 < 下 有 上 界 ， 那 么 它 就 有 最 大 元 。 


3.7.10. 对 任意 集合 9 和 函数 g: 5<N 一 5S， 存在 唯一 的 序列 1 :N 下 5 满 
E: 对 所 有 的 neN 


fn == g(f | n) = g((fo,..., fn-1))° 


3.7.11. 对 任意 集合 X,Y,Z, 
(1) |X| =X]; 
(2) |X| =|¥| > |¥| = |X]; 
(3) [|X| =|YIA|¥| = |Z] > |X| =|Z]- 

3.7.12. 证 明 : 
G) WÈ |A| < |B| ŽE |A] = |C], 34 |C] < |B|; 
(2) 如 果 |A| < |B| 并 且 |B| = |C], 那么 |4| < 1C|; 
(3) |A| < JAl; 


(4) WF |A| < |B] #E |B| < |C], 那么 |4| < |Clo 


3.7.13. WR X 是 有 穷 的 , FAY CX, WY 是 有 穷 的 。 MA, |Y| < |X] 
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3.7.14. 假设 X,Y 是 有 穷 集合 。 
(1) |F[X]| < |X]; 
、(2) XUY 是 有 穷 的 ; 
(3) 如 果 所 有 SEX LAAN, W UX 是 有 穷 的 ; 
(4) P(X) 也 是 有 穷 的 。 


3.7.15. 证 明 推 论 3.3.10， 即 ， 
(1) WR 41,… , 4%,… 都 是 可 数 的 ， 则 Unen An 是 可 数 的 ; 


(2) WR Ay,---,A, 是 可 数 的 ， 则 Ay x … x 4。 是 可 数 的 ; 特别 
地 ， 对 任意 mm > 0，Nm 是 可 数 的 ; 


(3) WR A 是 可 数 的 ， 则 ASN = Unen A” 是 可 数 的 ; 
(4) WR A 是 可 数 的 ， 则 A 的 所 有 有 穷 子 集 组 成 的 集合 
X= {7CA| 存 在 n，|z|=n} 
是 可 数 的 。 
3.7.16， 如 果 z,y 是 实数 ， 则 z 十 y = {p+q| per, qey] 是 戴 德 金 分 割 ， 
因此 实数 加 法 的 定义 是 合适 的 。 
3.7.17. 对 每 一 函数 z : N 一 N， 定 义 r 的 支持 为 集合 
{neN|z(n) #0}。 
令 
A= {a ENS | > 有 有 穷 支持 } 。 
WR xz,y € A 并 且 z 承 y， 则 存在 最 大 的 ne N 使 得 x(n) A y(n). EM 
ZT <ay “HNA x(n) < y(n) 
证 明 (4, <4) 是 良 序 。 


3.7.18. 证 明 闭 区 间 套 定理 3.6.1。 
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“每 一 序数 都 是 排 在 它 之 前 的 序数 组 成 的 集合 。 ”这 不 是 关 
于 序数 的 一 个 已 证 命题 ， 相 反 ， 这 是 给 它们 下 的 定义 ，…… 


序数 概念 是 对 自然 数 的 推广 。 每 个 自然 数 都 是 有 穷 序数 ， 我 们 接 下 来 
要 引进 无 穷 序数 。 现 在 标准 的 序数 定义 源 自 汉 aK, MR VS: 诺 依 曼 
序数 ”。 

我 们 已 经 知道 ， 每 个 有 穷 集合 都 存在 一 个 自然 数 与 其 等 势 。 如 果 要 为 
每 个 集合 ， 不 管 其 是 否 有 穷 ， 找 到 一 个 与 其 等 势 的 序数 ， 我 们 必须 构造 一 个 
双 射 ， 而 这 又 要 求 每 个 集合 都 是 “ 良 序 集 "。 不 过 ， 在 本 章 我 们 会 看 到 ， 选 
择 公 理 等 价 于 “每 个 集合 都 是 良 序 集 *。 所 以 在 ZFC 下 ， 每 个 集合 都 存在 
一 个 序数 与 其 等 势 。 


41 良 序 集 


自然 数 集 N 以 及 每 一 个 自然 数 n 都 以 e 为 其 上 的 良 序 。 良 序 集 最 令 
我 们 感 兴趣 的 性 质 是 : 任何 两 个 良 序 集 都 可 以 比较 势 的 大 小 。 这 就 是 本 节 
要 证 明 的 主要 定理 。 


4.1.1. 定义 $ (L, <) 为 线 序 ，S 是 工 的 子 集 ， 如 果 对 每 一 a ES， 所 有 工 
中 小 于 a 的 元 素 也 都 属于 S， 就 称 SEL HMR, BRERA LRA L 
的 前 段 ， 不 等 于 L 的 前 段 称 为 真 前 段 。 
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对 任意 良 序 集 下， 任意 wew, 集合 {zeEW |z <w} 都 是 W 的 前 
段 。 任 何 自然 数 都 是 N 的 一 个 前 段 ; 而 且 ， 每 一 自然 数 的 前 段 是 一 个 小 于 
它 的 自然 数 。 反 过 来 ， 以 下 引 理 表明 ， 对 于 良 序 集 ， 任 何 真 前 段 都 可 表示 为 
以 上 形式 的 集合 。 


4.1.2. 引 理 如 果 (W, <) 是 良 序 集 并 且 5 是 W 的 真 前 段 ， 则 存在 a€ W， 
满足 5S= {zeW |x <a}. 


WEAR. S X=W-S, WX BW 的 非 空子 集 。 令 为 X 的 最 小 元 。 如 果 
a<a, Wares; WR r>a, 则 zg&5S。 所 以 zeS 4AR4r<a O 


今后 ， 如 果 (W, <) 是 良 序 集 ，ae W ,我们 就 称 
Wlaj= {zeW |z<al) (4.1) 
为 由 a 给 定 的 W 的 真 前 段 。 如 果 a 是 W 的 最 小 元 , 则 Wla] = 9。 
4.1.3. 定义 线 序 集 (L,<) 到 其 自身 的 函数 fj， 如 果 满 足 Ti < za RH 


f(T1) < f(x), MAR f 是 (严格 ) 增 函 数 。 注 意 ， 增 函数 是 一 一 的 ， 并 且 
是 (L,<) 到 (ran(f),<) 的 同 构 。 


4.1.4. 引 理 如 果 (W,<) RARER, Ff: W -> W 是 增 函 数 ， 则 对 所 有 的 
LEW, 都 有 f(a) > ae 


证 明 . 如 果 集 合 X = {zeW | f(x) <x} EF, WEARDE, SHH ao 
显然 f(a) <a, Alt f(f(a)) < f(a)。 所 以 Fa) e X, 与 a X 的 最 小 
元 矛盾 。 oO 


4.1.5. 推论 
(1) 没有 良 序 集 同 构 于 自己 的 真 前 段 ; 
(2) ”任意 良 序 集 都 只 有 一 个 自 同 构 ， 即 等 同 函 数 ; 
(3) 如果 Wi 和 Wo 是 同 构 的 良 序 集 ， 则 它们 之 间 的 同 构 是 唯一 的 。 


证 明 . (1) ”对 于 良 序 集 W, + Wo] AHAB. WR f : W — Wia] 
是 同 构 ， 则 f(a) < a， 与 引 理 4.1.4 矛 盾 。 
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(2) 假设 f:W 一 W ERR W 的 自 同 构 。 根 据 引 理 4.1.4， 
对 任意 zeW，f(z) > xz。 但 f 也 是 自 同 构 ， 所 以 f(e) > z， 则 
z= f(f-(z)) > f(z)。 RH, «= f(r). 


(3) 假设 f,g 都 是 Wi 到 W: WERS, M h= gof ÆW 上 
的 自 同 构 。 由 (2), h=idw,o MLA f = goh = g o idw, = go 


o 


以 下 的 定理 具有 根本 的 重要 性 ， 有 时 称 为 良 序 集 基本 定理 。 


4.1.6. 定理 如 果 (Wi, <1) 和 (W2, <2) A RAR, 则 以 下 条 件 恰 有 一 个 成 
a: 


GQ) Wi 与 Wo 同 构 ， 
(2) Wi 与 Wo 的 前 段 同 构 ; 
(3) W 与 Wi 的 前 段 同 构 。 


证 明 . EM f OW, x Wo, 
f = {(z,y) E Wi x We | Wilz] 同 构 于 Wo[y]}。 (4.2) 


KE, f 是 一 一 函数 : 根据 引 理 4.1.4， 如果 Wife] 和 Wi [22] 都 同 构 于 
Woy], WVA zi = xz2。 这 就 说 明 如 果 (zx,y)ef, (xz2,y) Ef, Wa, = z2, 
BU f 是 函数 ; 同 理 可 证 f 是 单 射 。 

HK, z <1 x 蕴涵 f(x) <2 f(x’): WR h Æ Wife] 到 Wo[f(z 人 )] 的 同 
构 ， 则 h t Wife) 是 到 Walh( (z)] 的 同 构 ， 显 然 f(x) = h(x) <2 f(z')。 这 个 
推理 同样 证 明了 dom(f) 是 Wi 的 前 段 。 因 为 如 果 z' Ee domf, M z <, 2’ 
的 话 ， 则 根据 以 上 分 析 ，z 也 属于 dom(f)。 同 样 ， 由 类 似 的 论证 ， 还 可 说 
明 ran(f) 也 是 W 的 前 段 。 所 以 f 是 其 定义 域 ，Wi 的 一 个 子 集 ， 到 它 的 
ERR, We 的 一 个 子 集 的 同 构 。 并 且 dom(f) 是 Wi 的 前 段 , ranf 是 W 的 
前 段 。 因 此 我 们 可 以 考虑 以 下 3 种 情况 : 


。 假 设 dom(f) 4 Wi, MI dom(f) 
证 明 此 时 ran(f) = Ws， 因此 情况 (c) 
在 w'€We, ran(f) = Ww]. RE f 
wédomf = W,[w], w<w, A ihe 


= Wilw] 是 Wi 的 真 前 段 。 我 们 
成 立 。 反 设 ran(f) 4 Wo, WE 
是 Wilw|] 与 Wo[w'] 同 构 。 这 样 
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。 类 似 地 ， 如 果 ran(f) 4 Wo, Wrnf 是 W: 的 真 前 段 ， 且 
dom(f) = W,; 此 时 情况 (b) 成 立 。 

。 如 果 以 上 情况 都 不 成 立 ， 则 dom(f) = Wi 而 ran(f) = Wo, f 是 
Wi 到 W: 的 同 构 ， 情 况 (a) 成 立 。 

由 推论 4.1.5 可 知 ，3 种 情况 至 多 有 一 种 成 立 。 口 


下 面 的 两 个 命题 给 出 了 两 个 良 序 集 “ 相 加 ”和 “ 相 乘 ”的 直观 。 我 们 在 
下 一 节 会 看 和 到， 序数 的 加 法 和 乘法 恰好 刻画 了 这 样 的 直观 。 


4.1.7. 引 理 4 (Wi, <1) 和 (W2, <2) 为 良 序 集 ， 并 且 WiN W: = 0, Wt 
u<v 当 且 仅 当 wveEWi 人 wu<iv 
或 者 u,vEW2Au <v 
或 者 wu €E Wi,v EE We. 


证 明 . < 是 线 序 易 证 。 任 取 W CW 为 非 空 子 集 。 如 果 wW now 非 空 ， 则 
这 个 交 是 Wi 的 子 集 ， 它 有 <1 最 小 元 w, 易 见 w BW’ 的 < 下 的 最 小 元 。 
如 果 W'NW, =6, M W c W, it w 也 有 最 小 元 。 因 此 ，(W, <) 是 
良 序 集 。 口 


我 们 称 良 序 集 (W,<) 是 (Wi, <1) 和 (Wo,<2) 的 和 ， 一 般 记 做 
(Wi, <1) + (W2, <2), RÆ (W1 U We, <1 十 <2)。 
4.1.8. 引 理 A (Wi, <1) 和 (W2, <2) 为 良 序 集 ， 则 如 下 定义 的 W= Wx W2 
上 的 关系 < 是 良 序 : 
(u1, U2) < (v1, v2) 当 且 仅 当 U2 <2 V2 或 者 U2 = V2 并 且 Uy <1 Ulo 


证 明 . < 是 线 序 的 证 明 留 给 读者 。 如 果 W CW, xW 为 非 空子 集 ， 则 
ran(W’) C W2, 因此 有 最 小 元 Wo 而 {w | (w, w2) € wW'} 是 Wi 的 子 集 ， 
令 其 最 小 元 为 wi ， 则 (wi,w2) 是 W 的 最 小 元 。 口 


我 们 称 良 序 集 (W, <) 是 (Wi, <i) 和 (Wo, <2) 的 积 ， 一 般 记 做 
(Wi, <1) x (W2, <2), 或 者 (Wi x Wz, <1 x <2) 
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4.2 序数 


两 个 同 构 的 良 序 集 称 为 具有 相同 的 序 型 。 这 个 定义 与 等 势 的 定义 类 似 ， 
并 没有 指出 集合 的 “ 势 ” 是 什么 ，“ 序 型 ”是 什么 ， 只 是 给 出 了 它们 相等 的 
条 件 。 最 直观 的 方法 是 将 这 两 类 对 象 看 作 等 价 类 。 例 如 ， 所 有 与 W 同 构 的 
良 序 集 构成 一 个 等 价 类 [W]， 但 是 这 里 的 困难 在 于 [W] 不 是 集合 ， 而 是 一 
个 真 类 。 解 决 的 办 法 就 是 寻找 一 类 良 序 集 作 为 序 型 的 代表 ， 其 他 良 序 集 的 
序 型 通过 与 标准 的 良 序 集 比较 得 到 。 这 之 所 以 行 得 通 是 由 于 定理 4.1.6， 所 
有 良 序 集 都 可 比较 大 小 。 而 这 个 标准 的 良 序 集 就 是 将 要 定义 的 序数 。 


4.2.1. 定义 如 果 集 合 人 的 元 素 都 是 它 的 子 集 ， 则 T 称 为 传递 的 。 


4.2.2. 例 


(1) 根据 引 理 3.1.5 的 (2) 和 (8) ， 任 何 自然 数 n 都 是 传递 集 ; 而 且 
N 也 是 传递 集 。 请 证 明 ; 


(2) MRT ABH, W T+ =TU{T} 也 是 传递 集 。 


4.2.3. 定义 满足 以 下 条 件 的 集合 a 称 为 序数 : 
(1) a 是 传递 的 ; 
(2) € 是 a 上 的 良 序 。 


今后 以 小 写 希腊 字母 a, B,Y,…… 表示 序数 。 对 任意 序数 op, a < 有 
定义 为 wep。 


4.2.4. 例 


(1) 自然 数 集合 N 是 序数 。 既 然 N 是 传递 集 ， 而 根据 定理 3.1.10，e 
Æ N 上 的 良 序 ， 所 以 N 是 序数 。 作 为 序数 的 N 记 为 w， 而 且 ， 任 意 自 然 
数 n 都 是 序数 。 


(2) WR a 是 序数 ， 则 at 也 是 序数 (请 证 明 )。 
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图 4.1: w? 的 图 示 。 每 条 线 代表 一 个 序数 。 第 一 条 代表 w， 第 二 条 代表 w 十 1。 第 二 
组 的 第 一 条 代表 ww 十 w = w .2， 第 二 条 代表 w .2 十 1， 等 等 。( 图 片 来 自 维 基 ) 


4.2.5. 定义 a 十 1 = a+， 称 为 a 的 后 继 。 如 果 a = 8 十 1， 就 称 a 为 后 继 
序数 ; 否则 a 称 为 极限 序数 。 


显然 ,第 一 个 极限 序数 是 w， 它 也 是 第 一 个 无 穷 序数 。 我 们 可 以 把 全 体 
序数 的 前 段 列举 如 下 : 


0,1,2,--- ,WW 二 1 ,wtww 二 十 yy sot 


其 中 加 法 、 乘 法 和 短 运 算 会 在 后 面 定 义 。 图 4.1 例 示 了 这 个 序列 的 一 个 片段 。 
接 下 来 我 们 讨论 序数 的 一 些 性 质 。 


4.2.6. 引 理 Ra 是 序数 ， 则 a 的 所 有 元 素 是 序数 ， 所 以 a= {B61B< 
QAB 是 序数 }。 


证 明 . 首先 , 如 果 Bea, 则 8 是 传递 集 。 这 是 因为 a 传递 的 , 所 以 8 Cao 
如 果 xz eyeB， 则 y ea， 因此 x e a。 于 是 z,y,8 都 是 a 的 元 素 , 而 e 
是 a 的 线 序 ， 故 由 传递 性 ，z se 6， 因 此 6 是 传递 集 。 其 次 ，B 是 a 的 子 
W, PT c 限制 到 8 是 8 上 的 良 序 。 口 


4.2.7. 引 理 如 果 a 是 序数 ， 且 BB C a 是 传递 集 ， 则 BB 是 序数 ， 且 Bea。 
特别 地 ， 对 任意 序数 a,B8， 如 果 BCa， 则 Bea 


WER. 由 于 B 是 传递 集 ， 并 且 是 恨 序 集 a 的 子 集 ， 因 此 e 是 其 上 的 良 序 ， 
所 以 B 是 序数 。 同 样 根据 B 的 传递 性 ,如果 yeEB, 5exy, 则 5€B, 因 
此 B 是 a 的 真 前 段 。 这 样 ， 存 在 ye a，B = {6 € a | 6 € 站 }， 而 这 就 是 
tit B=yeac 口 
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4.2.8. 定理 Aab 和 为 序数 ， 
(1) 对 任意 非 空 的 序数 集合 X, NX 是 序数 ， 并 且 门 和 =inf(X) ; 
(2) 对 任意 序数 的 集合 X, UX AFR, ŽE UX =sup(X); 


(3) 序数 间 的 < 关系 具有 良 序 性 质 ， 因 此 任意 非 空 的 序数 集合 都 在 
< FRFR. 


(a) 传递 性 : 如 果 aw< BP, B<y, Ma<y; 
(b) 反对 称 性 :aw< 有 8 与 B<a 不 能 同时 成 立 ; 
(c) RHE: a<B, a=B5B<avA-AKE ; 


(d) 良 基 性 : 每 一 序数 的 非 空 集合 有 < 最 小 元 ; 因此 < 是 每 一 序 
数 的 集合 上 的 良 序 。 


证 明 . (1) NX 是 传递 集 的 交 ， 因 此 是 传递 集 ; 同时 它 是 xX 中 每 个 
序数 的 子 集 ， 因 此 e 是 其 上 的 良 序 ， 这 就 证 明了 QX 是 序数 。 由 于 对 任意 
QaEX, NX Ca, 根据 引 理 4.2.7, QNX < ac。 如 果 存 在 8， 对 任意 we 和 X， 
Bsa, M, BCa, 则 6cN 门 了 ,因此 6< 门 XxX。 这 就 证 明了 门 X 是 XX 
的 下 确 界 。 


(2) 令 X 为 序数 的 集合 。UX 为 传递 集合 : reye UX 蕴涵 存在 
ac X Wie ceyea, 因此 zea, 所 以 ze UX。 同 时 ,由 下 面 的 3，e 是 
UX 上 的 良 序 ， 所 以 UX 是 序数 ， 令 a = UX， 则 对 任意 BEX, BCa, 
所 以 6 <a TA, WRA y, HEŠ BEX, MAB<y7, WBC, 所 
Lacy, 即 a <y。 所 以 a 是 久 的 上 确 界 。 


(a) acb 并 且 Bey, WHF 是 传递 的 ， 所 以 ae; 

(b) 假设 aes 而 Bea， 则 aea， 而 这 是 不 可 能 的 。 

(c) 假设 a 和 6 ABER, Wane 也 是 序数 ; WRanB=a, 
则 @a Cc 6， 因此 ae6 或 a= 6B6; 类 似 地 ,如果 anB6=68, 也 有 Bea 或 
B=ac BJA, anB ca 和 anpBcB 不 可 能 同时 成 立 , 因为 anBea 并 
Hanbel Fike anBeanBe 

(d) $ 4 为 一 序数 的 集合 ， 任 取 acA, ZERA anA. WR 
aNA=0, N a Æ A KENET. AW, anAA e 下 的 最 小 元 6，p8 是 
4 的 最 小 元 。 


O 
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4.2.9. 定理 自然 数 恰 好 就 是 有 穷 序数 。 


WEAR. 自然 数 都 是 序数 ， 且 是 有 穷 集 合 ; RZ, Fa 不 是 自然 数 ， 
所 以 a >w， 因 此 w C a， 所 以 a 是 无 穷 的 。 


前 面 已 经 证 明 ， 对 每 一 序数 a, 
a = {B | B&F XHB <a}. (4.3) 


Aut, WR a = 8+L 是 后 继 序数 ， 则 a 有 最 大 元 6， 而 如 果 a 是 极限 序 
数 ， 则 a 无 最 大 元 , 且 aw=sup{8168 <a}. 


正如 本 节 一 开始 所 说 的 ， 以 下 定理 表明 ， 序 数 是 “ 序 型 ”的 代表 。 


4.2.10. 定理 每 一 良 序 集 同 构 于 唯一 的 一 个 序数 。 


证 明 . 令 (W, <) 为 良 序 集 。 令 4 = {aeE W | 存在 序数 a, Wla] AMF a.}; 
由 于 两 个 不 同 的 序数 不 可 能 同 构 ， 所 以 与 Wa] 同 构 的 序数 是 唯一 的 ， 我们 
表示 为 Qao 

定义 5 = {aa | aes4}。 根 据 蔡 换 公理 S 是 集合 ， 并 且 是 序数 的 集合 ， 
因此 以 € HRJ Bit yeaS, $ h Wija Sa, 之 间 的 同 构 , 而 ce 
Ah (y), W h fe & Wid 与 Y 之 间 的 同 构 ， 所 以 yeS。 这 也 就 证 明了 
5 是 一 个 序数 。 记 S = a。 l 

接 下 来 我 们 证 明 4 是 W AME Pik acA Hb<a, $ h H Wia 
与 as 之 间 的 同 构 ， 则 h Wo 是 Wd] Flo, 的 前 段 6 之 间 的 同 构 ， 序 数 
的 前 段 是 个 序数 ， 所 以 B = as。 这 就 证 明了 be A， 而 且 as < Qao AIE, 
或 者 A=W 或 者 存在 ceW, 4A = Wilc。 

现在 定义 函数 f :4 一 a 为 : f(a) = aa TH f Æ (A, <) Ël a HA 
构 。 如 果 4 = Wlc], WeeA, 了 矛盾。 所 以 4= 本, m f #(W,<) Fla 
的 同 构 。 口 


有 了 以 上 定理 ， 我 们 可 以 定义 : 


4.2.11. 定义 假设 (X, R) 是 良 序 集 ， 则 它 的 序 型 就 是 与 其 同 构 的 唯一 的 序 
数 ， 记 作 type(X,R), 2% type(X). 
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在 下 一 章 我 们 会 看 到 ， 选 择 公理 等 价 于 命题 “每 个 集合 都 是 可 良 序 化 
的 "。 所 以 在 ZFC 中 ， 以 上 命题 断言 每 个 集合 对 应 一 个 序数 。 离 开 选 择 公 
理 ， 我 们 不 能 证 明 每 个 集合 都 是 良 序 集 ， 但 是 我 们 依然 能 够 证 明 ， 对 任意 
集合 ， 总 存在 一 个 序数 ， 该 序数 的 势 不 小 于 给 定 集合 的 势 。 


4.2.12. 引 理 -对 任意 集合 耻 ， 存 在 一 个 序数 H(X), H(X) 不 与 的 任何 
子 集 等 势 ， 并 且 是 具有 如 此 性 质 的 最 小 序数 。 H(X) HA X 的 哈 特 格 斯 数 
(Hartogs number). 


证 明 . $ W = {w ES 和 |w 上 存在 良 序 }。 由 于 W 是 P(X) 的 子 集 ， 并 
AX 的 任意 有 穷 集合 都 属于 W, BW 是 非 空 集 合 。 又 由 于 每 一 良 序 集 都 
存在 唯一 的 序数 与 其 同 构 ， 故 根据 替换 公理 ， 


H(X) = {a | 存在 we W, a 是 与 w 同 构 的 唯一 序数 } (4.4) 


是 序数 的 集合 。 由 于 若 we H(X) 且 8 < a, 显然 有 Be H(X), W H(X) 
是 序数 。 但 H(X) 不 与 X 的 任何 子 集 等 势 ， 否 则 就 有 五 (X) e A(X). m 
根据 H(X) 的 定义 容易 看 出 ， 互 (X) 是 有 此 性 质 的 最 小 序数 。 口 


以 上 定理 还 表明 ， 全 体 序数 构成 一 个 真 类 (见习 题 4.7.13) ， 今 后 记 作 
On, z E€ On 表示 “zx 是 序数 ”。 


4.3 超 穷 归纳 与 递归 


自然 数 上 的 归纳 证 明 与 递归 定义 是 数学 中 强 有 力 的 工具 。 而 定理 
4.2.9 表 明 ， 序 数 是 自然 数 的 扩张 。 因 此 ， 将 归纳 和 递归 扩展 到 序数 上 是 自 
然 的 事情 。 


43.1. 超 穷 归纳 原理 令 plr) 为 二 个 性 质 。 假 设 对 所 有 的 序数 wm， 都 有 
如 果 对 所 有 的 B < aw 都 有 op(B6)， 那 么 po(a)， (4.5) 
那么 pla) 对 所 有 的 序数 a 都 成 立 。 


证 明 . 假设 存在 y 使 得 p(y) 不 成 立 。 令 S= {B < y| ep(B) 不 成 立 }, 则 S 
有 最 小 元 a。 但 因为 p 对 比 a 小 的 序数 都 成 立 , 所 以 plo) RE, FH. O 
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4.3.2. 第 二 形式 超 穷 归纳 原理 4 p(z) 为 一 性 质 。 假 设 : 
a) y0) 成 立 ; 
(2) 对 所 有 后 继 序 数 a, pla) BHA p(a 十 1)， 


(3) 对 所 有 极限 序数 a 关 0， 如 果 对 所 有 B < a，w(B) 都 成 立 ， 则 
pla) 成 立 ， 


则 对 所 有 的 a 都 有 pla) 
在 证 明 递归 定理 之 前 ， 我 们 先 要 把 序列 的 定义 推广 到 序数 上 。 
4.3.3. 定义 定义 域 为 序数 a 的 函数 称 为 长 度 为 a 的 序列 。 
4.3.4. 注 虽然 On 是 真 类 ， 但 我 们 依然 可 以 考虑 定义 域 为 On 的 序列 ， 它 
是 一 个 “函数 ” 卫 : On 一 V。 更 一 般 地 ， 如 果 存 在 一 个 公式 plx, y) 满足 


VYz3lywp(z,y)， (4.6) 


定义 类 下 为 

F = {(z,y) | o(z,y)}, (4.7) 
则 F(z) REE olx, y) 成 立 的 唯一 的 y， 此 时 我 们 也 会 不 严格 地 称 下 为 
函数 。 


4.3.5. 超 穷 递归 定理 假设 G : V -VV 为 函数 ， 则 存在 唯一 的 函数 
:On 一 V， 它 满足 对 任意 序数 a, F(a) = G(F la). 


证 明 . 证 明 与 自然 数 上 的 递归 定理 十 分 类 似 。 首 先 要 定义 基于 G 的 长 度 为 
a 的 近似 ， 即 满足 以 下 条 件 的 序列 t: 


(1) dom(t)=a+1; 
(2) ”对 所 有 的 <a, t(8) = G(t1 6)。 
为 了 定义 EF, RNS ylz, y) 都 表示 如 下 性 质 : 


如 果 z 是 序数 ， 则 存在 基于 G 的 长 度 为 z 的 近似 t,y = t(x); 
WR z 不 是 序数 ， 则 y = 0。 
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并 且 令 
F = {(z,y) | 2(z,y)}。 (4.8) 


为 了 证 明 下 是 函数 ， 就 必须 证 明 对 任 一 z， 有 唯一 的 y 满足 p(x,y)。 如 果 
2 不 是 序数 ， 这 一 点 是 显然 的 。 如 果 z 是 序数 ， 则 我 们 用 超 穷 归纳 法 证 明 : 
对 任意 w， 存 在 唯一 的 长 度 为 a 的 近似 。 证 明 与 自然 数 上 的 递归 定理 完全 
相似 ， 只 是 你 需要 刚刚 证 明 的 超 穷 归纳 ， 而 不 是 自然 数 上 的 归纳 。 口 


在 很 多 时 候 ， 我 们 进行 递归 定义 时 ， 需 要 用 到 参数 ， 这 样 的 递归 定理 
可 表述 为 : 


令 G:V 人 一 为 函数 ， 则 存在 运算 下 :VxoOn 一 V 满 
足 : 对 所 有 的 集合 z 和 序数 a， 
F(z,a) = G(F, ia)。 (4.9) 
当然 ， 更 为 常用 的 递归 定义 方式 是 如 下 的 这 种 形式 : 


AR: 


F(0) = G,(9); 
F(a+1) = G2(F(a)); (4.10) 
F(a) = G;(F |a); 对 所 有 的 极限 ao 


这 两 种 形式 的 递归 定理 都 可 由 一 般 递 归 定理 容易 地 得 到 。 
4.3.6. 练习 证 明 以 上 带 参数 的 递归 定理 (4.10)。 


4.3.7. 例 利用 序数 和 超 穷 递归 ， 我 们 可 以 定义 一 个 重要 的 类 WE: 
(1) Vo=9; 
(2) Vasi = P(Va); 
(3) ”对 任意 极限 序数 A, Va = User Vac 


最 后 ， 令 WF = Uscos Vac 你 能 分 析 以 上 定义 中 递归 定理 的 使 用 吗 ? 顺 
便 要 说 的 是 ，WE 表示 的 “ 良 基 (well-founded) 集合 ”的 类 ， 是 集合 论 公 
理 系统 一 个 极为 自然 的 “模型 "， 我 们 会 在 本 书后 面 仔细 地 讨论 它 。 
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4.4 序数 算术 


我 们 在 4.1 节 定 义 了 良 序 集 的 和 与 积 。 既 然 序数 时 良 序 集 “ 序 型 ”的 刻 
画 ， 那 么 序数 上 的 运算 也 是 对 良 序 集 的 和 与 积 的 刻画 。 在 本 节 中 ， 我 们 首 
先 运用 递归 定理 来 定义 序数 的 运算 ， 然 后 证 明 这 样 定义 的 运算 正 是 良 序 集 
的 和 与 积 的 表达 。 


4.4.1. 定义 对 所 有 序数 B, 
a) B+0=8:; 
(2) ”对 任意 序数 a, B+(a+1)=(B+a)4+1; 
(3) 对 任意 不 为 0 的 极限 序数 ww B+a=sup{8+y]y< o} 
我 们 来 看 看 在 这 里 ， 递 归 定 理 是 如 何 运用 的 : 考虑 函数 


sup(ran(z)), ”如果 2 是 函数 ; 


Gil(z,z) = z, Go(z,r) = 2+1, G3(z, £) = 
i : ° 0, 否则 。 


根据 递归 定理 ，( 这 里 我 们 需要 参数 ) ， 存 在 运算 F， 对 任意 z: 


F(z,0) 一 Gi(z, 0) = 2; 
F(z,a +1) = G2(z,F.(a)) =F(z,a)+1, 对 任意 a; 
F(z,a) = Gs(z, F, | a) = sup {F(z,Y) | y < a}, MSE 0 的 极限 序数 ao 


4.4.2. 例 
(1) (B+1)+1=B+2, (8+2)+1=8+3; 
(2) w+w=sup{wt+n|n<w}; 


(3) “与 此 相对 照 , m+w=sup{mtn|n<wh=weo Abt, 我 们 有 
由 十 叹 天 也 十 w ! 


(4) EE, 142, BÆ 1l+w=2+w=w. 


如 前 所 说 ， 序 数 加 法 的 集合 论 意义 就 是 良 序 集 的 和 ， 下 面 的 定理 证 明 
了 这 一 点 。 
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4.4.3. 定理 令 (Wi, <1), (W2, <2) A 良 序 集 ， 分 别 与 Q1, CQ2 同 构 。 令 
(W, <) 一 (Wi U Ws, <1 + <2) 是 它们 的 和 ， 则 (W, <) 与 al 十 Qo A 
构 。 


证 明 . BA, W = W U Wi WME. Wi nW = 0 而且 Wi 的 元 素 排 在 Wi 之 
BY. Xt ag 应 用 超 穷 归 纳 原 理 。 


e 如 果 a, =0, ny W,=9, W=W,, 而 al 十 as = al; 


。 WR ao = 6 十 1， 则 Ws。 有 最 大 元 a MHA Wl[a] 同 构 于 al + 6。 扩 
展 这 一 同 构 就 得 到 W 与 (ai +8)+1 =a +a 的 同 构 。 


。 WER a: 是 极限 序数 。 对 任意 6 <a, X fe A Wag] E! aœ +8 KI 
同 4o 令 f = aces fa, 因为 al +a, = Usea,(% + B), 则 f 是 Ww 到 
al 十 Q2 的 同 构 。 E 
4.4.4. 引 理 

(1) 如 果 Q 1, 0Q2 和 有 是 序数 ， 则 Bay, < B+az2 当 且 仅 当 a, < Q2 ; 

(2) 对 所 有 的 序数 aa: ® B, B+ay=Bt+a, 当 且 仅 当 a =a; 


(3) 对 所 有 的 序数 a,B,7，(a+B)+7Y=a+(86 上 +7)。 


证 明 . (1) 我 们 首先 对 as 应 用 超 穷 归纳 证 明 : a < as 蕴涵 
B +a < B +a 假设 Qa, < Q2, 并 且 对 任意 6 < @2, Qı < 6 AMA 
B 十 Qi < B+6。 如 果 as =6+1 是 后 继 序数 ， 则 œ < 5， 因 此 由 归纳 假 
设 , 8+ama<6+6<(8+0)+1=6B+(6+1l)=8+a。 如 果 ao BH 
限 序 数 ， 则 aa +1 < az， 所 以 6+am <(B+m)+1=84+(a4+1) < 
sup {8 + |ô < a2} = 8+azs MŽ, IK B+a,<B+oa HF az <a 
蕴涵 着 B +a: < 8 + al， 所 以 此 时 只 能 有 a < ago 


(2) 由 (1) 可 得 。 
(3)” 见 习题 4.7.17。 口 
以 下 定义 序数 的 乘法 。 
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4.4.5. 定义 所 有 序数 B, 
(1) 6-0=0; 
(2) ”对 任意 序数 a, PB.(a+1)=B.a+pB; 
(3) 对 任意 不 为 0 HAREK a, B-a=sup{8-y]y< a}. 


4.4.6. 例 

(1) B-1=6-0+6=8; 

(2) B-2=8-14+B=6+8; 

(3) B-w=sup{8-n|new} = sup {8,8 + B,---}; 

(4) 1.a=a， 但 这 并 非 显然 ， 需 要 归纳 证 明 。 

(5) 2-w=sup{2-n|new}=w, 因此 2.w#w.2。 

如 同 序数 加 法 一 样 ， 序 数 乘法 的 集合 论 意义 在 于 ， 如 果 aa, aa 分 别 是 
(Wi, <1) 和 (Wa, <2) 的 序 型 ， 则 ay . as 是 (Wi, <1) x (Wo, <2) 序 型 。 


4.4.7. 定理 对 任意 序数 ab, Pha .6 与 集合 ax BAM, 


证 明 . $ < 是 wxB8 上 的 良 序 , 定义 f: (axb, <)> a- BH: 对 6< aa 和 
n<B, f(6n)=a-n+6o f NEHA {a-n+6|n< BA5<a}=a-Be 
可 以 证 明 ，f 是 同 构 。 图 


最 后 ， 我 们 定义 序数 的 寡 。 


4.4.8. 定义 所 有 序数 B, 
a) Psd 3 
(2) SHER a, BH = pe; 
(3) 对 任意 不 为 0 的 极限 序数 w，8Ba = sup {PB7 17 < a} 
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4.4.9. 例 


(1) #@=6, B=8B-8B; 
(2) BY = sup {87 |new}, aH, 1X = 1,2" = 3” =w, HER 


nEw, n° =w. BÆ w” = sup {w" | nEw} >we 


以 下 我 们 讨论 序数 算术 的 一 些 基本 性 质 。 


4.4.10. 引 理 对 任意 序数 aB, 


a+B=aU{a+6|d< Bf}. 


证 明 . 施 归纳 于 6。 当 B= 0 时 显然 。 如 果 8 = 7 十 1 为 后 继 序 数 ， 则 


a+ß=a+(y+1) 
=a+7yU{a+7} 
=aU{a+ő]<7}U{a +7} 
=aU{at+6|5< B}. 
4 B 为 极限 序数 时 ， 
a+fPp= LU (a+) 
y< 
= |] (@u{a+ő] ð< 7}) 
7 了 < 月 
=aU [J {a+d|5< 4} 
7<B 


=aU{a+d6|5< B}o 口 


4.4.11. 推论 对 任意 序数 a,8， 如 果 a < B， 则 存在 唯一 的 序数 y 使 得 
a+y7y=8. 


证 明 . $ Faly) = a 十 7， 则 根据 4.4.4 (1), Fo 是 “ 增 函数 ”， 所 以 总 存在 
6 使 得 Fe(6) Z 8， 而 对 于 这 样 的 65, VA B<at+6. MR B=a+6, 则 命 
题 已 经 得 证 。 和 否则 ,根据 以 上 引 理 以 及 a < B 的 假设 , 6 e fae+7Y|7 < ð}, 
这 样 8 就 有 所 希望 的 形式 了 。 a 
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4.4.12. 引 理 对 任意 序数 a,b, 


oa:B={a:€+n|é<B 并 有 ££ <a}. (4.11) 


证 明 . 施 归纳 于 6。 口 


4.4.13. 推论 对 任意 序数 a,B6, 1 < a < PB， 存在 唯一 的 序数 的 有 序 对 (En), 
n<a 并 且 B=a-E+m 


证 明 . 存在 性 是 由 引 理 给 定 的 。 对 于 唯一 性 ， 不 妨 假设 


a: +m =a: 2+ = Bo (4.12) 
BeAE-EAG = 2， 否则 以 上 等 式 就 不 能 成 立 (验证 之 ) ， 而 如 果 
6 = 6 ， 则 根据 加 法 运算 的 性 质 ，n1 = no 口 


康 托 曾经 证 明 ， 任 意 一 个 非 0 的 序数 6， 都 可 以 唯一 地 表示 为 w 的 
“多 项 式 ”展开 : 
B= gu" -fo +H- tw? - Op—10 (4.13) 


这 个 展开 式 称 为 8 的 康 托 正 则 形式 。 以 下 定理 是 这 一 结果 的 更 为 一 般 的 形 
式 。 


4.4.14. 定理 40,8 为 序数 ， 并 且 1<a 而 1<pB， 则 8 可 以 唯一 地 表示 
为 以 下 形式 : 

B =a" -ðo +: +a} Ska, (4.14) 
其 中 大 Ew，6 F y 都 是 序数 ， 并 且 yo >- > Yki 
证 明 . 施 归 纳 于 6。6 = 1 时 显然 。 假 设 8 > 1 并 且 对 任意 m < B, n 都 有 
LAER. ÆXT = {y] a < b} ATEH r ERAT. TWRS, > 
yo =U, M y 为 极限 序数 并 且 yo gro Æ 

o =| J{a | y< w} =U {a vel} EA, 


这 样 就 有 are <8, Millyel, FA WES y AT 的 最 大 元 ， 则 根据 
以 上 推论 ,存在 p 使 得 6 = are +p, 其 中 <a WR Bi = 0， 则 已 有 
结果 。 若 Bi >0, 则 由 归纳 假设 ， By =a -i +o Ha 6k_1, 同样 得 
到 8 的 展开 式 ， 这 就 证 明了 存在 性 。 唯 一 性 见习 题 4.7.22。 口 
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z 


4.2: 九 头 蛇 博 弈 。 大 力 神 赫 拉克 惑 斯 (Hercules) 是 古 希腊 的 英雄 ， 他 与 九 头 蛇 
(Hydra) 之 间 的 战争 是 这 样 一 场 游戏 : 在 第 ” 步 ， 英 雄 砍 掉 蛇 的 一 个 头 ， 实 际 上 是 图 中 
分 义 树 的 一 个 顶部 节点 =， 如 果 把 与 x 相 联 的 节点 记 作 y， 与 y 相 联 的 下 一 层 节点 (向 
根部 的 方向 ) 记 作 z, WERE z 以 上 与 y 相 联 的 〈 除 了 z) 部 分 复制 ” 遍 。 问 题 是 : 
英雄 是 否 有 策略 能 把 蛇 的 头 最 终 砍 光 ? 答案 是 : 不 管 怎样 砍 ， 英雄 都 会 获得 最 终 的 胜利 。 


4.5 古 德 斯 坦 定理 


接 下 来 我 们 讨论 无 穷 序 数 算术 在 数论 中 的 一 个 应 用 。 图 4.2 讲 述 了 著名 
的 “ 九 头 蛇 ” 博 弈 。 实 际 上 它 例 示 了 所 谓 的 “ 古 德 斯 坦 定理 ”。 本 节 尝 试用 
超 穷 序数 的 理论 来 证 明 这 一 定理 。 首 先 每 个 自然 数 都 可 展开 为 一 个 “标准 ” 
的 形式 ， 如 : 

27 = 24 十 2 十 27 +2, 
这 被 称 作 27 的 以 2 为 底 的 展开 式 。 但 是 其 中 还 有 4 和 3， 如 果 进 一 步 展 
开 ， 则 得 到 : 
27 = 2") 4.9 +) +21 +20。 
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这 称 作 27 的 以 2 为 “ 超 底 (superbase)” 的 展开 式 。 以 下 我 们 递归 定义 一 
个 自然 数 上 的 函数 Sn: NON, MER k, S,(k) 表示 大 的 以 n 为 底 的 展 
开 式 ， 但 是 将 其 中 的 n 替换 为 n +1: 


4.5.1. 定义 对 任意 自然 数 n>2, GS, 是 如 下 定义 的 函数 : 


Salm) = m, #m<n, 
Sn(m) =k. (n+ 1) + Sab), B8Am>n#th 
m=k-n'+bk<n,b<n',t>1. 


4.5.2. Bl 我 们 来 计算 .52(89): 


S_(89) = 92(26 + 25) = (2 十 1)s2(6) + 9,(25) 
= 392(27+2) 十 S2(24 十 9) = 3(2+1) 2 +52(2) 十 3952(4) 十 S2(9) 
= 33°43 4 33° 4 S2(23 1) am 330 二 327 dfs 352(3) ef: 1 
= 399 4 377 + 352241) 4 1 = 390 4 327 4 344.1 
= 205891132094649 + 7625597484987 + 81 十 1 
= 213516729579718- 


4.5.3. 练习 尝试 计算 一 下 S$3(64). 
由 函数 S, 可 定义 一 个 新 的 函数 fn, EE m 的 展开 式 的 底 换 为 w: 
4.5.4. 定义 对 任意 自然 数 n > 2，fi, 是 如 下 定义 的 函数 : 


falk) =k, #k<n, 
fam) =w -k+ fab), 若 m>n 并且 
m= k-n! +b, (k <n,b< nt,t> 1) 


可 以 证 明 fn 是 严格 增 函 数 。 


4.5.5. 引 理 
QQ) fn RŽ BK, PP k< m 蕴涵 falk)< falm); 
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(2) ABA RK n,m, n>2, fnsi(Sn(m)) = fa(m)o 
证 明 . (1) WR n > kk， 则 命题 显然 成 立 。 假设 nn<k<m， 


k=a2-n*+a, m =y- n’ +bo 


我 们 对 m 做 归纳 。 假 设 对 小 于 m 的 自然 数 ， 命 题 已 经 成 立 。 由 于 大 < m， 
FELA s < t RE s=tAr<y RE s=tAr=yAa<beo 无论 哪 种 情况 都 
可 由 归纳 假设 得 f,(k) < fa(m)o 
(2) ”对 m 做 归纳 。 如 果 m < n， 命题 显然 成 立 ; 假设 m >n 并 且 
对 所 有 小 于 m 的 自然 数 命题 已 经 成 立 ， 同 时 假设 m= k-nt+b, W 
fn+i(Sn(m)) = fr4i(k- (n+ 1)5 + 5,(b)) 
= wf k furi(Sn(b)) 
=wil) .E+ fa(b) 
= fa(m)e 


45.6. 定义 对 任意 自然 数 n> 1, gn 是 如 下 定义 的 函数 : 
gi(m) =m; 


Sayi n — ik a i 
gn+1(m) = | (gn(m)) 一 1， 若 gn(m)>0 


0, 否则 。 
序列 (gn(M))i<n<w 在 最 初 增长 的 很 快 ， 例 如 : 

gi (13) = 13; 13 = 234+ 2?41=27+14 2741, 
S2(13) = 34+ 3 + 1 = 109; 

g2(13) = 108; 108 = 34 + 33, 
S3(108) = 4° + 44 = 1280; 

g3(13) = 1279; 1279 = 4471 十 3.4 二 3.42 十 3.4 十 3， 
S4(1279) = 56 +3 -58 +3 -52 +3-5+3 
= 16093; 

ga(13) = 16092; e; 

gs(13) = 280711; re 


9g6(13) = 5765998; sie 
g7(13) = 134219591, wees 
gs(13) = 3486786855 ; Tr: 
go(13) = 100000003325; -o 
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但 是 古 德 斯 坦 定理 断言 ， 这 一 序列 最 终 会 收敛 于 0: 


4.5.7. 古 德 斯 坦 定理 对 任意 m, FE n > 1 使 得 gn(m) = 0。 


证 明 . $ m 为 自然 数 ， 考 虑 序列 ( 户 +i(gn(m)))i<n<w。 如 果 gn+i(m) > 0， 
则 根据 定义 ， 我 们 有 


fn+2(9n+1(™m)) = fn+2(Sn41(gn(m)) a 1)。 
由 引 理 4.5.5 (1) 可 得 : 


fnt2(Sn+1(gn(m)) <a 1) < fn+2(Sn+1(gn(™m)))° 
而 由 引 理 4.5.5 (2) 可 得 : 


Fn+2(Sn+1(Gn(™))) = 加 H1(9gn(m))。 


因此 

fnt2(gn+1(m)) < fr4i(gn(m))o 
由 于 不 存在 序数 的 无 穷 下 降 链 ， 故 对 于 足够 大 的 自然 数 n， 我 们 会 得 到 
gn(m) =0。 口 


证 明 于 1944 年 的 古 德 斯 坦 定理 只 涉及 自然 数 ， 数 学 家 们 曾 一 度 想 寻找 
一 个 “初等 ”的 证 明 ， 即 不 用 超 穷 序数 。 但 是 到 1982 年 , 科 尔 比 (L. Kirby) 
AU BF (J. Paris) 证 明 古 德 斯 坦 定 理 不 能 在 皮 亚 诺 (Peano) 算术 中 得 
证 。 这 一 现象 充分 说 明了 集合 论 的 超 穷 数 理论 对 一 般 数学 的 重要 意义 。 


4.6 选择 公理 


选择 公理 曾经 是 最 有 争议 的 数学 命题 。 这 主要 是 因为 一 方面 ， 数 学 中 
很 多 基本 定理 离开 选择 公理 不 能 证 明 ， 一 个 典型 的 例子 是 初版 于 1930 年 的 
范 : 德 :瓦尔 登 (van der Waerden ) 的 名 著 《 近 世代 数 》( Modern Algebra) , 
作者 在 同事 的 压力 下 从 第 二 版 中 删 去 了 选择 公理 及 其 所 有 的 推论 ， 这 章 到 
了 代数 学 家 们 的 激烈 反对 ， 迫 使 他 在 1950 年 的 第 三 版 中 又 把 选择 公理 及 其 
推论 都 加 了 回去 ， 所 以 摩尔 (G. E. Moore) 评论 说 :“ 代 数学 家 们 坚持 认 
为 这 个 公理 对 他 们 的 学 科 变 得 必 不 可 少 。”@ 而 另 一 方面 ， 选 择 公理 有 着 
DDG. E. Moore, The Axiom of Choice, 235 页 。 又 见 麦 蒂 (Pen Maddy) Believing the Axioms, 

9 页 。 
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一 些 异乎 寻常 的 推论 ， 著 名 的 如 实数 上 存在 一 个 良 序 ， 以 及 塔 斯 基 - 巴 拿 
ips (Tarski-Banach) 分 球 定理 。 所 有 ， 有 人 总 结 这 种 分 裂 状态 到 : “选择 公 
理 显然 为 真 ， 良 序 定 理 显然 为 假 ; ER (Zorn) 引 理 只 有 天 知道 。” OAL, 
关于 选择 公理 的 争论 似乎 已 经 过 去 ， 目 前 大 多 数 数学 家 都 会 接受 它 为 一 条 
基本 的 数学 公理 。 这 使 得 那些 研究 在 数学 证 明 中 是 否 可 以 避免 使 用 选择 公 
理 的 工作 变 得 无 足 轻重 了 。 正 如 马丁 (Donald Martin) 所 说 :“ 在 很 多 情况 
下 ， 我 们 看 起 来 不 能 定义 一 个 特定 集合 的 选择 函数 ， 但 这 与 选择 函数 是 否 
存在 的 问题 毫 不 相干 。 一 旦 避免 了 这 种 混淆 ， 选 择 公理 就 是 集合 论 公理 中 
最 没有 问题 的 一 个 。”@ 
为 了 讨论 选择 公理 ， 本 节 总 是 在 ZF 中 进行 证 明 。 


4.6.1. 定理 以 下 命题 等 价 : 
(1) ”对 任意 非 空 集合 的 族 (Xi)ie1, Ile Xi FO; 


(2) 对 任意 非 空 集合 的 族 (Xi)icr, WRIA G MBX;,NX;=0, A 
BERS S, MHE-ieT, |SNX|=1; 
(3) 对 任意 非 空 集合 的 族 (Xi;)ie1[， 存 在 函数 f， 它 满足 对 每 一 ie 了， 


(4) ”〔 良 序 定理 ) 每 一 集合 上 都 存在 一 个 良 序 。 


证 明 . (1)=(2)> 取 ge Tler Xi;， 则 S= ran(g) 满足 要 求 。 
(2) 全 (3)。 OY = {i} x Xi, W (Yijier 两 两 不 交 。 令 S 为 满足 对 每 
一 Yi, VinS|=1 HRE, M 5 为 一 函数 ， 取 f(Xi) = Sli), Wf AM 
KAŽ 
(8)=(4) 对 任意 集合 X, S f A P(X) -{0} 上 的 选择 函数 。 递 归 
定义 函数 HOW: 
H(a) = f(X — H[a)), WRX — Hla] 4 bo 


TH, HAR. HSE, ERO 小 于 或 等 于 X 的 哈 特 格 斯 数 ， 
dom(H) = ô» AIM, H 是 满 射 ， AM X 一 五 [6] 不 空 , 则 6 e 6， 同样 矛盾 。 
RFE, H 就 引导 出 X 上 的 一 个 良 序 。 


©§, Schechter, Handbook of Analysis and its Foundation. Acad. Press, 1997. 145 页 。 
®Donald Martin, Sets versus classes， 内 部 交流 稿 ，1-2 页 。 
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(4 全 (1)。 SX =U, Xi, WX 上 存在 良 序 ， 并 且 每 一 X; 都 是 X 
的 非 空子 集 。 定 义 f:I 3X AN: fi) = XX; 的 最 小 元 , W feler Xi， 故 
后 者 不 空 。 

口 


在 集合 论 的 文献 中 ， 以 上 定理 中 的 四 个 命题 都 可 以 称 作 选 择 公理 ， 虽 
SR (4) 更 多 时 候 被 称 为 良 序 定理 。 今 后 我 们 以 AC 表示 选择 公理 。 在 提 到 
选择 公理 时 ， 可 能 指 的 是 以 上 命题 中 的 任意 一 一 个 。 在 需要 区 分 时 ， 则 以 
AC,, AC2, AC; 和 WO 表示 之 。 以 下 我 们 证 明 在 数学 中 更 为 常用 的 几 种 
选择 公理 的 等 价 形式 。 


4.6.2. 定理 以 下 命题 等 价 : 
a) AC; 
(2) ( 豪 斯 道夫 极 大 链条 件 ) 任何 偏 序 集 都 存在 一 个 极 大 链 ; 
(3) ( 佐 恩 引 理 ) 如 果 偏 序 集 X 的 每 个 链 都 有 上 界 ， 则 和 有 极 大 元 。 


证 明 . (1) 僵 (2)。 OX AWS MH AC, 存在 f 是 P(X) 一 {0} 
上 的 选择 函数 。 定 义 : 
H(a) = jzesX- 互 aaluz 是 X 的 链 })。 

容易 证 明 H 是 单 射 ， 所 以 存在 5 小 于 等 于 X 的 哈 特 格 斯 数 ，dom( 瑟 ) = 5。 
而 A 的 值 域 ran(H) 是 X MAGE, BU 6 e 5， 了 矛盾。 

(2)=(3)- 由 (2), FE X RAKS C, m C 的 上 界 就 是 X HRA 
元 。 

(3) 全 (1)。 我 们 证 明 (3) 蕴涵 AC. S X 为 非 空 集合 的 族 ， 定 义 

Z={g| FEY CX, g RY 上 的 选择 函数 } 。 
注意 到 Z Ao, Ain, IES X eX, ce Xi, g = {(Xi,z)} EZ. F# 
A, cÆ Z 上 的 偏 序 。 取 C 是 2 的 链 UC 是 相 容 的 函数 系统 ， 所 
以 UC 也 是 X 的 某 个 子 集 上 的 选择 函数 ， 故 UC e Z， 且 是 C 的 上 界 。 
这 样 ， 佐 恩 引 理 的 条 件 得 到 满足 ， 故 2 有 极 大 元 ， 令 其 为 fo AFR 
证 明 dom(f) = X. BW, FE X; € X —dom(F), GE zx e X;， 使 得 
fU{(Xi,z)} EZ, 5 f Æ Z 的 极 大 元 矛盾 。 
口 
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以 下 举 一 些 例子 说 明 选 择 公理 在 数学 中 的 影响 。 


吉 洪 诺 夫 (Tychonoff) 定理 是 拓扑 学 中 的 一 个 重要 定理 ， 我 们 以 下 证 
明 它 是 与 选择 公理 等 价 的 命题 。 首 先 我 们 回忆 一 些 基 本 概念 。 


任意 集合 X 上 的 一 个 拓扑 万 是 X 的 一 个 子 集 族 ， 它 满足 : 
(1) OE THEA X ET; 
(2) T 中 任意 元 素 的 并 仍 属 于 T; 
(3) T 中 有 限 元 素 的 交 仍 属于 To 


一 个 指定 了 拓扑 的 集合 X 称 为 拓扑 空间 ， 通 常 以 (X,7) 表示 以 T 为 拓扑 
的 空间 。7 的 元 素 称 为 开 集 。 开 集 的 补 集 称 为 闭 集 。 对 任意 集合 Y CX, 
cl(Y) 表示 包含 Y 的 最 小 闭 集 ， 称 为 Y 的 闭 包 。 而 int(Y) 表示 Y 所 包含 
的 最 大 开 集 ， 称 为 Y 的 内 部 。 

拓扑 空间 (X,7) 的 开 集 族 8 如 果 满 足 : EEFE U € T 都 可 表示 
H B 中 元 素 的 并 ， 则 称 B 为 拓扑 T 的 基 。X 的 子 集 族 B 是 一 个 拓扑 基 
的 充分 必要 条 件 是 : G) 对 任意 ce eX, FEB eB 使 得 z e B， 即 
UB=X; (i) WÑ zz € BNR, H+ Bọ, Bs。 B, WHE Bs e B, 使 
得 ze Ba C BiN Bo, 或者， 等 价 地 ，B 中 任意 两 个 元 素 的 交 都 可 表示 为 
B 中 元 素 的 并 。 一 个 拓扑 空间 称 为 第 二 可 数 的 ， 如 果 它 有 一 个 可 数 的 基 。 

拓扑 空间 (X,7) 的 开 集 族 S 如 果 满 足 : S 中 元 素 有 穷 交 的 集合 


(Dslsesanenl (4.15) 
i=0 

是 了 的 基 ， 就 称 SET WFR. MHA X 的 任意 子 集 族 S， 存 在 一 个 包 
E S 的 最 小 的 拓扑 Ts, BA S 生成 的 拓扑 。7s 中 元 素 都 可 表示 为 S 中 元 
素 的 有 穷 交 的 并 ， 即 S 是 这 个 拓扑 的 一 个 子 基 。 


对 任意 拓扑 空间 X,Y ， 如 果 映 射 / : X 一 Y 满足 任意 开 集 的 逆 象 也 是 
开 集 ， 就 称 f 是 连续 的 。 如 果 了 满足 每 个 开 集 (AR) 的 象 也 是 开 集 ( 闭 
R), WER f 是 开 的 ( 闭 的 ) 。 一 个 开 的 连续 函数 也 称 为 双 连 续 的 。 一 个 双 
连续 的 双 射 称 为 同 有 是。 同 胚 保持 所 有 的 拓扑 性 质 ， 亦 即 ， 两 个 同 胚 的 拓扑 
空间 在 拓扑 学 的 意义 上 是 同一 个 空间 。 

令 (Xi)jier 为 拓扑 空间 的 族 ， 令 X = TerXi。 定 义 S; = 
{Pr U] |UieT}, HP pi: Wie Xi > Xi 是 投射 函数 ,万 是 X 上 
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的 拓扑 。 取 S = Urso WA S 为 子 基 ， 或 者 说 ， 由 这 个 8 生成 的 拓扑 
T 称 为 积 拓扑 ， 给 定 了 这 个 拓扑 的 X = [he Xi 称 为 积 空间 。 显 然 ， 积 

扑 使 得 每 个 投射 函数 都 是 连续 函数 ， 它 是 满足 此 一 性 质 的 最 小 的 拓扑 。 另 
外 ， 集 合 族 


iel 


A 只 有 有 穷 个 UU; | (4.16) 
是 积 拓扑 的 一 个 基 。 


S (X,r) 为 拓扑 空间 ， 如 果 C 为 X 的 子 集 族 并 且 UC=]X, MHC 
AX 的 覆盖 ; WR C 是 覆盖 并 且 C Cc 7 ， 则 称 CERES. WRAK C 
的 某 个 子 族 Co 也 是 X 的 覆盖 ， 则 称 Co 是 C 的 子 覆盖 。 

一 个 拓扑 空间 X 是 紧 致 的 当 且 仅 当 X 的 每 个 开 覆 盖 都 有 有 穷 子 覆 盖 。 


4.6.3. 引 理 一 个 拓扑 空间 是 紧 致 的 当 且 仅 当 对 任意 X HARAC, WRC 
有 有 穷 交 性 质 ， 则 NCO 


证 明 . 若 X 是 紧 致 空间 ，C 是 X 上 的 有 有 穷 交 性 质 的 闭 集 族 ， 则 
c*={X-ClCecl 是 X 上 的 开 集 族 。 对 C 的 任意 有 穷 子 集 Co， 由 
于 门 Co 关 0， 所 以 相应 地 UC AXo RRL C* 没有 有 穷 子 覆盖 ， 故 C* 
不 能 覆盖 X, BUCA X, MIXES OCHO. RZ, KU HX 的 开 

盖 ， 则 对 相应 的 闭 集 族 U*, NU = 0, Alb ut 不 能 有 有 穷 交 性 质 ， 即 
存在 U WAERTE U, NUE = 0 了， 而 这 就 是 说 Uo =X, BI Uo ÆU 
有 穷 子 覆盖 。 故 X 是 紧 致 空间 。 


4.6.4. 定理 以 下 命题 等 价 : 

(1) AC; 

(2) ( 吉 洪 诺 夫 定理 ) 任意 紧 致 拓扑 空间 的 积 空间 还 是 紧 致 的 。 
证 明 。 S) $ (Xi)ies 为 拓扑 空间 的 族 ， 令 X = Tier Xi 为 积 
空间 。 要 证 X BARS, RIF, 只 需 证 明 对 X 的 任意 有 有 穷 交 
性 质 的 闭 集 族 C， 都 有 门 C 关 8。 由 于 C 有 有 穷 交 性 质 ， 故 它 能 生成 一 
AX 上 的 滤 F, © 又 根据 超 滤 存在 定理 6.1.11， 不 妨 设 下 为 超 滤 。 取 
Ci = {cl(pi[F]) | F € F}, We, 是 X: 上 的 闭 集 族 。 以 下 证 明 

中 滤 的 概念 请 参见 第 六 章 。 
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对 任意 ie TI，C; 有 有 穷 交 性 质 ， 因 此 NC #0 


令 {CQ1, C2, Ca) 为 C; 的 有 穷 子 集 。 令 Fj E F 为 满足 C; = pi(F;) 的 
FER, WER YH #0, Ma 为 其 中 的 元 素 , W pila) e NiC, B 
门 Ci # Oe 

利用 选择 公理 ， 取 x = (zi)ier € X 使 得 对 每 一 ;ET，zie 门 CG。 以 下 
证 明 


xE(\C, AL NCO, Alt X 是 紧 致 空间 。 


REx dC, 则 存在 CeC, x¢C. HFC BME, 所 以 存在 XX 的 基本 
FEB, xe€BHACNB=0. 而 每 个 基本 开 集 都 是 有 穷 个 子 基 中 元 素 的 
X, HX 上 拓扑 的 定义 ，B = Negr [U], EF U ET, K 是 了 的 有 穷 
TE. 注意 ,由 于 xe B, 我 们 有 对 任意 1e K, zi €Ur E, BEF, WA 
此 存在 ke KK， py [Ur] GF «0 $ Ur = Xr- Ur NU, 在 Xi 中 的 补 集 ， 因 
为 F ÆI, Bp. [Ur] € 大。 根据 Ck 的 定义 , Uy = cl(pr[px![Uk]]) € Cko 
又 由 于 Tk E Uk, 故 Tk €Ur, 因此 Tk ¢ Cr, 与 我 们 对 x 的 选取 矛盾 。 


(2) 坟 (1)。 我 们 证 明 吉 洪 诺 夫 定 理 蕴 涵 AC1。 任 取 非 空 集合 族 
(Xi)ier。 令 * 为 不 属于 任何 X; 的 一 个 集合 , $ Yi = Xi Ufs} W 
T= {0,{*} Y AY: WERK, WAY, 上 的 拓扑 。 并 且 ，Y 在 
这 个 拓扑 下 显然 是 紧 致 空间 。 根 据 吉 洪 诺 夫 定 理 ，Y = [her Y 是 紧 致 空 
He IER icl, $ A= {4; | 对 任意 i ETI，A;=p7'[Xi]}, WARY 
的 非 空 闭 集 的 族 。 显 然 ，x e A; 当 且 仅 当 zi € X;。 而 有 穷 个 X; HE 
氏 积 总 是 非 空 ， 故 4 有 有 穷 交 性 质 。 由 Y 是 紧 致 空间 ,站 .4 关 8。 可 是 
NA = Mier Xie 口 


另 一 个 例子 来 自 实 分 析 ， 讨 论 中 我 们 只 考虑 实数 及 ， 虽 然 所 有 结果 也 
适用 于 Ro R 的 每 个 区 间 都 有 一 个 长 度 ， 而 所 谓 测度 是 对 长 度 概念 的 推 
广 ， 以 适用 于 更 复杂 的 R 的 子 集 。 抽 象 地 说 ， 长 度 是 从 所 有 区 间 的 族 工 到 
R 中 的 一 个 函数 1: 工 一 及 U{fecol , A I= [a,b], WU) =b 一 a。1 满足 以 
下 条 件 : 


(1) 1(0) =0; UR) = co; 


Freu Un) 5 
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G) 平移 不 变性 : Hac RAIcR, WI +a) = i(7)， 其 中 
I+a={xr+a|zreElT}o 


对 以 上 分 析 进 行 推广 ， 我 们 希望 一 个 测度 是 定义 在 实数 的 所 有 子 集 上 
的 函数 : u: P(R)>R, HAWE: 


(1) ÆICRÆKE, W wd) =); 
(2) u(0)=0; yp(R)= co; 


(3) 可 数 可 加 性 : 对 任意 可 数 个 子 集 的 族 (Xi)icw，HA(Uie。 Xn) = 
Siew (Xn); 


(4) 平移 不 变性 : 若 aeR 且 XCR, 则 jy(X+a)= p(X). 
事实 上 ， 在 选择 公理 下 ， 满 足以 上 所 有 条 件 的 测度 是 不 存在 的 。 


下 面 我 们 引进 数学 分 析 中 的 勒 贝 格 测度 y.， 它 满足 条 件 (1) - (4) ， 由 
选择 公理 可 以 证 明 ，j 的 定义 域 不 是 P(R)。 


4.6.5. 定义 所 谓 外 测度 是 如 下 定义 的 函数 : j* : P(R) OR: 


p(X) = atf Yia | (ex ta o 


i>1 


外 测度 可 以 说 是 对 长 度 概 念 的 直观 上 最 为 自然 的 推广 ， 但 是 ， 既 然 外 
测度 是 定义 在 实数 的 全 体 子 集 上 的 ， 则 根据 定理 ， 它 不 能 满足 所 有 (1) - 
(4) 。 


4.6.6. 练习 证 明 jv* 没有 可 数 可 加 性 。 
为 了 改进 这 一 点 ， 我 们 定义 : 
4.6.7. 定义 一 个 集合 XC 限 是 可 测 的 ， 当 且 仅 当 对 任意 集合 全 CC 及， 都 


有 
w(T) = Ww (TNX)+H TNR— X)). 


而 所 谓 勒 贝 格 测度 ， 就 是 外 测度 到 全 体 可 测 集 M 上 的 限制 ， 记 为 uo 
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4.6.8. 练习 证 明 测 度 u: M > R 具有 可 数 可 加 性 。 


4.6.9. 引 理 假设 选择 公理 成 立 。 如 果 义 己 了 ， 并 且 的 所 有 子 集 都 是 可 
测 的 ， 则 p(X) = 0。 


证 明 . HR 看 作 一 个 加 法 群 ， 则 Q 为 其 子 群 。 对 任意 实数 r, KA 
r+Q = {r+qlgeQ} 称 为 Q 在 RR 中 的 一 个 陪 集 。 根据 选 择 公理 ， 
令 SAT Q 的 每 个 陪 集 相交 为 单 点 集 的 集合 。 则 S 有 以 下 性 质 : 


(1) 如 果 p,q e Q@ 并且 p 关 gq， W(S+p)N(S+q) =O (RK 
zel(S+pn(3S+dq。 则 z=y+D=z+dq， 其 中 加 zeS 并 且 y 头 z。 而 
VY 一 Zz 二 gg 一 p， 所 以 y,z 在 同一 个 陪 集中 ,了 矛盾。 


(2) ”对 任意 实数 +, 存在 pe Q, re S+p。 令 TESN(r+Q), > 


p=T —DLo 


MERE p € Q@, $ X,=XN(S+p)- HR, X, 是 可 测 的 。 令 
K CX, 为 紧 致 的 。 令 H 为 所 有 平移 K -+q 的 并 ， 其 中 gq POR [0,1] 中 的 
AER. KH AR, AU pH) <. MK CS+p, (i) HM K +q Æ 
两 两 不 交 的 。 因 此 u(H) = w(K +r). 而 w(K +a) = uK), RRA 
w(K) = 0， 又 由 于 这 对 X 的 任 一 紧 致 子 集 都 成 立 ， 故 Jj(X,) = 0。 最 后 ， 
(ii) HA X =UX,, HF peQ, 但 Q 是 可 数 的 , 故 u(X)=0. 口 


4.6.10. 定理 如 果 选 择 公理 成 立 ， 则 存在 久 CR,， XZM. 
证 明 . 显然 (0,1) 的 测度 为 1， 故 存在 不 可 测 子 集 。 口 


4.7 习题 
4.7.1. (Wi, <1), (W2, <2) 是 良 序 集 ， Wi N Wz = 0。 令 <=<; U <2 
UW, x Wo 证 明 : 

(1) Wi xT Wo x Wo fl Wi x Wo 两 两 不 交 ; 

(2) <#W,UW, 上 的 良 序 关系 ; 


(3) 如 果 Wo $ 0, We 是 W2 的 最 小 元 ， 则 Wi iz] Wi U Wz[w2] 同 
构 。 
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4.7.2. W ERE, w,w EW, W 


(1) W [w] 与 W [we] 同 构 当 且 仅 当 WwW, = W2; 
(2) Ww] 是 W[w2] 的 前 段 当 且 仅 当 wi < wee 


4.7.3. WR (L,<) 是 线 序 集 ，5 是 工 的 前 段 ， 是 否 一 定 存在 a 使 得 
S={r|r<a}? 


4.7.4. 集合 X 是 传递 集 当 且 仅 当 X C P(X), HEN UXCX. 


4.7.5， 以 下 命题 哪些 为 真 ? 证 明之 。 
(1) ”如果 X,Y 是 传递 集 ， 则 XUY 是 传递 集 ; 
(2) WR X,Y 是 传递 集 ， 则 XX NY 是 传递 集 ; 
(3) WRX 是 传递 集 ， 而 了 YeX， 则 Y 是 传递 集 ; 
(4) WRX BBR, MY CX, WY 是 传递 集 ; 
(5) WR X BRA SC P(X), WX US 是 传递 集 。 


4.7.6. 如 果 所 有 Y eX 是 传递 集 ， 则 UX 是 传递 集 。 
4.7.7. 序数 a 是 自然 数 当 且 仅 当 a 的 所 有 非 空子 集 都 有 最 大 元 。 


4.7.8. aB 是 序数 ，B < a, 证明 : 如 果 任 给 y < a, WA y<, W 
a= B+1. 
4.7.9. 证 明 极限 序数 的 以 下 性 质 : 


(1) WR a 同 构 于 良 序 集 W, U a 是 极限 序数 当 且 仅 当 W 没有 最 
Kr; 


(2) MR a 是 极限 序数 ， B<a, 则 B86 十 1 < a 
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4.7.10. 对 任意 序数 a， 证 明 : 
(1) Va 是 传递 集 ; 


(2) Va © Vatie 


4.7.11. “直观 ”上 验证 ， 除 无 穷 公理 外 ，ZFC 的 其 他 公理 都 在 Vy 中 成 立 。 
如 果 这 样 ， 请 问 ZFC 的 所 有 公理 都 在 Vow. 中 成 立 吗 ?》 如 果 不 是 ， 哪 个 公 
理 不 成 立 呢 ? 


4.7.12. 证 明 对 任意 序数 B, 
{a € Vs | a 是 序数 } = Bo 


4.7.13. 利用 引 理 4.2.12 证 明 On 是 真 类 。 除 此 之 外 ， 你 还 有 其 他 方法 证 明 
这 一 点 吗 ? 


4.7.14. 证 明 任何 序数 都 可 表示 为 w+m, 其 中 a 是 0 或 极限 序数 , M nEw 
并 且 这 种 表示 是 唯一 的 。 
4.7.15. 证 明 : 

(1) w+w? = w?; 

(2) 如 果 w?<B, 则 w+B=B。 


4.7.16. 假设 w<a, M a? <8, W a+8= gbo 


4.7.17. 用 超 穷 归纳 法 证 明 序 数 加 法 的 结合 律 : (a+ B)+y=a+(B+4), 
乘法 对 加 法 的 分 配 律 : a-(B +7) =a-B+atye 


4.7.18. 如 果 aw < 8, 则 
(1) a+7<B+7; 
(2) a-y<B-y7, 而 < 不 能 替换 为 <o 
4.7.19. 一 个 序数 a 是 极限 序数 当 且 仅 当 存在 B, a=w- Bo 


89 


集合 论 


4.7.20. 证 明 (w+ 2)? # w? .22。 


4.7.21. 找到 函数 f:wowtwlg:wtwowtwt+w 满足 : 


(1) sup(f[w]) =wt+u; 

(2) sup(g[w+w]) =w+w +w; 

(3) ”但 是 如 果 令 h=gof, MWA sup(h[w]) <<wtwtwe 
4.7.22. 证 明定 理 4.4.14 中 展开 式 的 唯一 性 。 
4.7.23. 证明 对 任意 自然 数 n > 2， 定 义 4.5.4 中 的 fa 是 严格 递增 的 。 
4.7.24. a< B< y 为 极限 序数 ，f :a 一 8B 和 9g :6 一 是 函数 ， 并 
E. sup(f[a]) = 8，sup(9[6]) = yo 假设 9 是 不 严格 递增 函数 ， 即 对 任意 


ôn € B, 6< 7 蕴涵 g(5) <g(n), ANS h=gof, WH: sup(h[a]) = yo 


4.7.25. 证 明 以 下 命题 是 选择 公理 的 等 价 形式 : 


VrJa € Oni f (fA A dom(f) =aAz Cran(f))。 
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AF | 从 未 有 其 他 问题 能 如 此 震 扎 人 类 的 精神 ; 从 未 有 其 他 
观念 能 如 此 激励 人 类 的 理智 ， 让 它 结 出 丰硕 的 果实 ; 也 从 未 有 其 
他 概念 比 无 穷 更 需要 澄清 …… 


大 卫 。 和希 尔 伯 特 


在 定理 3.6.2 中 ， 康 托 证 明了 实数 是 不 可 数 的 ， 所 以 存在 比 全 体 自然 数 
这 个 无 穷 更 大 的 无 穷 。 这 个 定理 是 无 穷 基数 (或 称 超 穷 数理 论 ) 的 基石 。 在 
本 章 中 我 们 尝试 给 出 〈 无 穷 ) 基数 的 定义 ， 并 讨论 它们 的 性 质 和 运算 。 事 实 
上 ， 基 数 算术 是 集合 论 一 个 非常 艰深 的 领域 ， 这 里 有 包括 连续 统 假设 在 内 
的 众多 困难 问题 。 


5.1 和 定义 基数 


通过 上 章 的 讨论 ,我 们 知道 在 选择 公理 下 ,每 一 集合 都 可 良 序 化 ， 因 而 
也 就 存在 唯一 一 个 序数 与 其 同 构 。 再 回忆 等 势 的 定义 ， 显 然 ， 同 构 的 集合 
都 是 等 势 的。 因此 ， 在 选择 公理 下 ， 每 一 集合 至 少 有 一 个 序数 与 其 等 势 。 之 
所 以 说 “至 少 "， 是 因为 与 自然 数 不 同 ， 很 多 不 同 的 无 穷 序 数 是 等 势 的 : 例 
如 ww +1w+2,...w-w 都 是 可 数 的 ， 因 此 它们 都 与 N 等 势 。 然 而 ， 集 
合 {a | |a| = |N|} 是 序数 的 集合 ， 因 此 有 最 小 元 on, on 是 与 N 等 势 的 最 
小 的 序数 ， 此 处 an = w， 而 这 是 唯一 的 。 所 以 我 们 有 以 下 命题 : 
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5.1.1. 命题 如 果 以 ax 表示 与 集合 X 等 势 的 最 小 的 序数 ， 则 对 任意 集合 
X,Y, 
|X| ={¥| 当 且 仅 当 ax = ay。 (5.1) 


而 据 此 我 们 就 可 定义 : 
5.1.2. 定义 集合 4 的 基数 |4| 定义 为 与 其 等 势 的 最 小 的 序数 。 
I4|=min{al|lal=|4l}。 © (5.2) 
照 这 个 定义 ， 一 个 序数 是 ( 某 个 集合 的 ) 基数 当 且 仅 当 不 存在 比 它 小 


的 序数 与 其 等 势 ， 这 样 的 序数 常 称 为 前 段 序数 。 以 下 命题 总 结 了 一 个 序数 
成 为 基数 的 等 价 条 件 。 


5.1.3. 命题 对 任意 序数 a， 以 下 条 件 等 价 : 
GQ) a 是 基数 ， 
(2) lal =a， 
(3) 对 任意 序数 6， 如 果 B<aw N B< |a; 
(4) 对 任意 序数 B， 如 果 有 < mw 则 |B| < lal; 
(5) 对 任意 序数 B， 如 果 有 < oa N |B lal. 


证 明 . (1) > (2)。 假设 a 是 基数 ， 则 存在 集合 4，|4| = a， 这 就 
意味 着 |A| = la], 所 以 |A| = lal =a; 


(2) > (3). 显然 ; 
(3) = (4)。 显然 ， 对 任意 序数 6，|6| < B; 
(4) > (5)。 显然 ; 


(5) > (1)。 由 (5) TA, AAEE a 小 的 序数 都 不 与 a SH, 即 a 
是 与 集合 a 等 势 的 最 小 序数 ， 因 此 a 是 基数 。 


E 


中 注意 此 处 等 式 右边 的 |4| 与 等 式 左边 的 |4| 意思 不 同 ，“|a| =]A ER “a 与 4 等 势 "， 等 式 
左边 的 “|4|” 则 表示 A 的 基数 。 
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5.1.4. 练习 证 明 : WRX 是 无 穷 序数 的 集合 ， 则 |X| < supX。 
今后 ,我 们 一 般 用 希腊 字母 kA, 表示 基数 。 


5.1.5. 定理 


GQ) w 是 基数 ， 并 且 对 任意 nEw，n 是 基数 ; 
(2) 如 果 乒 是 无 穷 基 数 ， 即 kk 是 基数 且 KD Ow, We 是 极限 序数 。 
证 明 . (1) 由 于 w 不 与 任何 自然 数 等 势 ， 故 根据 命题 5.1.3 (5), w 


是 基数 ; 同样， 由 铝 段 原理， 任何 自然 数 n 都 不 与 比 它 小 的 自然 数 等 势 ， 
故 每 个 自然 数 也 是 基数 ; 
(2) 显然 , 如果 6 是 无 穷 序数 ， 则 8 与 8 十 1 等 势 。 
El 


我 们 已 经 知道 至 少 存在 两 个 不 同 的 无 穷 基 数 ， 自 然 数 的 基数 和 实数 的 
基数 。 一 个 自然 的 问题 是 “无 穷 有 没有 限制 ”， 是 否 存在 最 大 的 基数 ?以 下 
定理 给 出 了 否定 的 回答 。 它 其 实 是 第 一 章 的 一 个 习题 (习题 1.4.8) ， 常 常 被 
称 为 “ 康 托 定理 ”。 


5.1.6. 定理 对 任意 集合 X, |X| < |P(X)|。 


证 明 . 显然 ，|X| < |P(X)|， 因 为 函数 f(x) = {x} 是 和 到 P(X) 的 单 
射 。 以 下 用 反 证 法 证 明 |X| A |P(X)|。 反 设 存在 双 射 f: X P(X), > 
Y={ze 久 |z 9 f(z)}, WYeP(X), HEEE zeXx, f(z) =Y。 但 是 ， 
zEY 当 且 仅 当 ze {zeEXX|zx 4 f(z)} HERA zg f(z) 4AM4z¢Y, 
矛盾 。 口 


下 面 的 定理 可 以 允许 我 们 像 定义 后 继 和 极限 序数 那样 定义 后 继 和 极限 
基数 。 


5.1.7. 定理 
(1) 对 任何 基数 和 ， 都 存在 一 个 大 于 它 的 最 小 的 基数 | 
(2) WRK 是 基数 的 集合 ， 则 a=UK 是 基数 。 
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WERA. (1) 由 康 托 定 理 ， 令 < 是 PA) 的 基数 , / 是 P(e) 的 基数 ， 
则 集合 
{cen |à < CHCA} (5.3) 


是 非 空 的 序数 集合 ， 因 此 有 最 小 元 。 


(2) WR B< a, BM Bea, WHE kEX,， B< Kk <a, MA 
B<K=(|n| < lal, 根据 命题 5.1.3 (3), a 是 基数 。 


口 
根据 定理 5.1.7， 我 们 可 以 定义 : 


5.1.8. 定义 对 任何 基数 k, kt 是 大 于 的 最 小 基数 和 如 果 入 二 k+， 则 
入 称 为 后 继 基数 。 如 果 入 > w 并 且 不 是 后 继 基数 ， 则 称 为 极限 基数 。 
5.1.9. 练习 假设 a 是 序数 ， 则 
(1) lal <a< lalt; 
(2) ”如果 s 是 基数 ， 则 a < nt 当 且 仅 当 |a| < kto 
无 穷 基 数 常用 希 伯 来 字母 N 来 表示 ， 例 如 第 一 个 无 穷 基 数 记 为 “No”， 
随后 是 “N1”,“N2。” 等 等 。 但 同样 常用 的 是 “wo”， “wy”, “we”, on 。 这 
两 者 的 区 别 在 于 ， 当 我 们 强调 它 是 “基数 ”时 ， 使 用 No。 当 我 们 强调 它 是 
序数 时 , 使 用 Woo 但 这 种 区 分 似乎 不 是 严格 的 。 
5.1.10. 定义 对 任意 序数 a， 我 们 递归 定义 ww 和 Na 如 下 : 
(1) a= =w 
(2) wap = Nan =Nt (注意 ， 此 处 为 基数 的 后 继 ) | 
(3) 对 极限 序数 7，w = Ny = sup {Na |a <7}。 
以 下 引 理 表明 ，N。 恰好 是 “第 a 个 无 穷 基数 ”。 
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5.1.11. 5/2 

(1) 对 任意 a, Ry 是 无 穷 基数 ; 

(2) 对 任意 无 穷 基数 k, HE a, R R= Na。 
证 明 . (1) 对 a 用 超 穷 归纳 可 得 。 


(2) 显然 ,对 任意 6，B < Np。 因 此 ， 对 任意 基数 s, FEB, Bin 
B= 十 1， 使 得 < Na。 这 样 ， 我 们 就 只 需 证 明 


对 任意 4 < Np， 存在 w， 使 得 上 = Rao 


而 这 可 以 对 8 应 用 超 穷 归纳 得 到 : 8 = 0 时 显然 ; 若 8 = 7 十 1 为 后 继 序 
数 ， 则 此 时 s < N。 如 果 上 = N,， 则 命题 已 得 证 ; 如 果 A < Ny,， 则 根据 归 
纳 假设 ， 有 a，« = Na; 若 8 为 极限 序数 ， 则 有 7 < B68，k < Ny， 根 据 归 
纳 假设 ， 亦 有 a, = Ngo oO 


5.2 基数 算术 


本 节 定 义 基 数 的 算术 运算 ， 即 加 法 ， 乘 法 和 适 运 算 ， 同 时 研究 它们 的 
性 质 。 由 于 自然 数 就 是 有 穷 基 数 ， 因 此 ， 在 有 穷 情况 下 ， 基 数 运算 等 同 于 自 
然 数 的 运算 ， 但 对 于 无 穷 基数 ， 情 况 则 很 不 相同 。 


5.2.1. 定义 kx@ 入 =|4UB|, 其 中 =|4| 而 和 =|BI, 并 且 ANB=O. 
以 下 引 理 证 明 我 们 对 加 法 的 定义 不 依赖 于 A, B 的 选择 。 因 而 这 个 定义 
是 合理 的 。 


5.2.2. 引 理 如 果 |4| = 44 2 |B) =|B', 而 且 ANB=ANB = 人 则 
|AU B| = |A’UB’|. 

容易 验证 ， 以 上 定义 的 的 加 法 满足 : 

。 交换 律 : KOA=ADK; 

。 结合 律 : Ka (A0u)= (Kå) u; 


ek<khDA; 
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注意 到 , 根据 定理 3.3.7, 无 穷 基 数 的 加 法 有 不 同 寻常 的 性 质 : No BNo = 
Nol 
5.2.3. 定义 c@rA=|Ax Bl, HP |A| =r wm |B| = ào 
5.2.4. 引 理 如 果 A,B, A’, B’ 满足 4 = |A| 2 |B| = |B'|, BW |A x B| = 
|A’ x B'|o 

同样 ， 以 上 定义 的 乘法 满足 : 

。 交换 律 : < 四 入 = 入 @ Ai 

。 结合 律 : kh @ (Au) =(K@A) Op; 

。 分 配 律 : KO (ADU) =KQAPKO u; 

e K<K@A, WRA>DO; 


© WER kı < pa FFA AL < A2, WW ki @Ad < kr2® Ado 

“KOK 二 2@k: WR |A] = K, M 28x 是 集合 {0,1} x A= 
{0} x AU{1} x A 的 基数 ,而 |{0} x A] = |{1} x 4| = ,而 它们 又 是 不 相 
交 的 ， 所 以 k@@k 二 2@k。 所 以 : 


。 如 果 k>2,，k@BkR<k® Ko 


由 定理 3.3.9 ,与 加 法 类 似 ,No @ No = No。 对 此 , 我 们 有 更 一 般 的 结果 : 


5.2.5. 定理 对 任意 无 穷 基 数 kj，k @k = k。 


WEAR. 由 于 s = No 时 命题 显然 成 立 ( 可 数 集合 的 卡 氏 积 依然 可 数 ， 见 引 
理 3.3.9) ， 我 们 不 妨 设 上 > Nio Ww 作 归 纳 。 假 设 对 任意 无 穷 的 入 < A 命 
题 已 成 立 ， 我 们 定义 s xr 上 的 一 个 序 a 为 


(ai, b1) < (a2, 82) 当 且 仅 当 max(al, 61) < max(Q2, PB2), 或 
max(al, Bi) = max(ae, 62), a1 < a2, BK 
max(a1, 31) = max(a2, 2), 
al = 2, b1 < Boo 


(5.4) 
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图 5.1: 良 序 集 (k x 上, <) 


< 实际 上 是 首先 按照 max(a,B )， 然 后 按照 字典 顺序 排序 。 这 个 序 有 时 
也 称 为 x x 4 上 的 “标准 序 ” ( 见 图 5.1)。 我 们 接 下 来 证 明 4 Ex E 
的 良 序 。 这 实际 上 很 容易 ， 例 如 证 明 « 是 连接 的 ， 任 取 (ai, 61), (az,62)， 
首先 比较 max(ay, 61) 和 max(a2, 82)， 因 为 这 是 序数 上 的 序 ， 所 以 总 可 以 
进行 。 如 果 它 们 其 中 一 个 大 于 (或 小 于 ) 另 一 个 ， 则 我 们 就 达到 了 目的 。 如 
果 它 们 相等 ， 则 继续 比较 ai 和 az ， 由 于 后 者 也 是 序数 上 的 序 ， 故 也 总 是 
可 以 进行 ， 直 到 最 终 比 较 B, 和 bs。 再 比如 ， 要 证 < 的 良 基 性 ， 任 取 Kx 天 
的 非 空子 集 X, KER X 中 max(a,6) 最 小 的 那些 元 素 ， 这 是 序数 上 的 
序 ， 所 以 总 是 存在 ， 这 些 元 素 构成 了 X 的 非 空子 集 。 更 具体 地 说 就 是 令 
ô = min {fmax(a8)|(a6) E€ X}, A/a 


Y = {(a,8) € X | max(a,8) = ô} o (5.5) 


是 X 的 非 空子 集 ， 它 的 元 素 都 比 X -Y 的 元 素 小 。 类 似 地 ， 取 
= min{a|(a,8)EeY}, 而 令 Z = {(aß)EY |a=7}, W Z ÆY 
9 非 空子 集 ， 因 而 也 是 x 的 非 空 子 集 ， 而 且 其 元 素 比 X 中 的 其 他 元 素 小 。 
后 ， € n= min {£ | (ab) € Li}, 则 {(a,8) eZ | B=n} 只 有 一 个 元 素 ， 
CE Z 的 最 小 元 ， 因 而 也 是 X 的 最 小 元 。 最 后 ,我 们 证 明 (xxr, <) 的 序 
型 ， 即 ， 与 其 同 构 的 唯一 序数 是 kx。 由 于 s 可 以 一 一 地 映射 入 kk x k， 这 
个 集合 的 序 型 显然 不 小 于 wx。 所 以 我 们 只 需 证 明 它 也 不 大 于 so HERE 
只 需 证 明 对 任意 (a,8) sk x k， 若 由 (0,8) 确定 的 前 段 是 


Wa,g = {(€,¢) | (€,¢) < (a,b )}, (5.6) 
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良 序 集 (Wag, <) 的 序 型 严格 小 于 ko WE ae 都 是 有 穷 的 ， 则 (0,8) A 
定 的 前 段 也 是 有 穷 的 ， 命 题 显然 成 立 。 所 以 不 妨 设 至 少 其 中 一 个 不 小 于 wo 
这 样 ， 令 ô= |max(a,8 ) 十 1|， 则 6 是 基数 并 且 


No <6 < Ko 


由 归纳 假设 ,6@5 = 6 <r, MAREK (5 x 6, <) 的 基数 就 是 5。 这 样 ， 如 
果 与 良 序 集 (Wap, <) 同 构 的 唯一 序数 是 Y,， 则 yl < Ixi <) = 8, FELA 


y¥< dt < Ko 


5.2.6. 推论 对 任意 无 穷 基 数 KA, KOX=K@A=max(k,r)o 


证 明 . 不 妨 设 入 < wk， 由 定理 , K@QA<K@K=k, PUK <KOA<KBAK 
Ko o 


以 下 我 们 定义 基数 的 寡 运 算 ， 而 这 将 引出 集合 论 的 一 些 根本 问题 。 
5.2.7. 定义 rk* = |43|， 其 中 |4|=« 且 |B|= 入。 


注意 到 我 们 使 用 了 与 序数 运算 相同 的 记 法 ， 但 一 般 并 不 会 混淆 ， 读 者 
在 阅读 时 稍 加 注意 即 可 区 分 。 而 且 ，* 还 表示 集合 和 到 集合 全 体 映 射 的 
集合 ， 这 个 集合 的 基数 就 是 k>。 


5.2.8. 引 理 如 果 |A| = |A| 且 |B3l=1B3'， 则 |42| = 42 |。 


需 运 算 满 足以 下 一 些 性 质 : 
。 如 果 入 >0, Wk<r; 
。 如 果 上 >1， 则 入 < KÀ; 
© MER ki < kz FFA à < Ao, Wh < 432; 


e K@K=K7: WR |4| =n, WEE (ao,a1) € Ax A 都 是 一 个 {0,1} 
到 A 中 的 函数 ， 反 之 亦 然 , 所 以 |4 x A] = [AO] = k? 
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5.2.9. 定理 假设 KA 是 无 穷 基数 ， 则 
G) P= Kgk ; 
(2) (Kò) = Kò" ; 
(3) (K@AH=KH@M; 
(4) 2* >k 


WERA. 见习 题 5.6.4。 口 


5.2.10. 命题 如 果 k 过 入 是 无 穷 基数 ， 则 k^ 二 2^。 

证 明 . 2* < kò < (2*)* = 2^。 口 
还 记得 (定义 3.2.2) ， 我 们 用 ASN 表示 Unen 4"。 现 在 我 们 把 它 推广 

到 一 般 的 序数 上 。 


5.2.11. 定义 假设 X ARS, a 为 序数 ， 我 们 令 X<e =U {KX |B < a}, 
如 果 ARAR, WELK = |X, HP |X| = kj。 我 们 以 [k ARK 
合 {XGCAl|XI= 和 的 基数 ， 注 意 ， 当 上 < 入 时 ，[k]>=0; 类 似 地 ， 我 
们 以 [k]<^ 表示 集合 {X Ck | |X| <A} 的 基数 。 


5.2.12. 命题 对 任意 无 穷 基数 KÀ, 
(1) rk<^=sup{r7|n 是 基数 并 且 <r}; 
(2) #RA<k, M [k =k; 
(3) 如 果 入 <k， 则 [K] KA 


证 明 . a) 假设 y = sup {«” | 7 是 基数 并 且 n < A}, 我 们 证 明 
KA = y 一 个 方向 是 平凡 的 ， 因 为 集合 {kn | 7 是 基数 并 且 n <a} c 
{KP |8 < A}, 所 以 


y = sup {r"7 | nm 是 基数 并 且 m < A} < sup {rf | 8 < A} = KM. (5.7) 


另 一 方面 ， 对 任意 w <A, WR |a| =n, M |k] = sz <y, PA k<> 是 不 
多 于 7 个 基数 不 大 于 7 的 集合 的 并 ， 所 以 KO < yo 
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(2) XHERE X © [x]? ={X Cw] |X| =A}, > 
[flx = {f| f :à—> s FE ran(f) =X}, 


则 所 有 这 些 [f]x 构成 一 个 非 空 集合 的 族 Fo WRS A(X) = [f]x 为 [k] 
到 F 的 双 射 而 9 为 大 上 的 选择 函数 ， 则 goh 为 [k] 到 kà 中 的 单 射 ， 所 
以 [K] < rk*。 男 一 个 方向 ， 注 意 到 对 任意 fer, f 都 是 入 @A 的 子 集 并 
H |f| =A, FA kà < [和 kk， 而 由 于 入 @ kc =， 所 以 后 者 等 于 [k]^。 


(3) ”由 (2)， 
而 根据 (1)， 这 正 是 ns. 口 


关于 基数 的 寡 运算 我 们 已 经 知道 一 些 事实 ， 例 如 ， 对 任意 Na， 
Wa > Rai, RH, 2 > Ni。 既 然 所 有 的 无 穷 基 数 都 是 某 个 Ra, 
那 28e = Nz 呢 ? 由 于 我 们 还 知道 R| = 28。， 这 个 问题 就 有 了 更 能 引起 兴 
趣 的 形式 : 实数 到 底 有 多 少 个 呢 ? 康 托 的 连续 统 假设 CH (Continuum 
Hypothesis) 给 出 了 如 下 回答 : 实数 恰好 是 比 自然 数 大 的 第 一 个 无 穷 ， 即 : 


28o = Nye (5.8) 


而 自然 地 ， 所谓 的 广义 连续 统 假设 GCH (General Continuum Hypothesis) 
就 是 : 
Wa = Noire (5.9) 
今后 我 们 常会 将 2Xo 称 为 连续 统 的 基数 ， 将 函数 2xs 称 为 连续 统 函 数 。 
康 托 花费 了 很 多 年 试图 去 证 明 这 一 假设 。 事 实 上 ， 他 已 经 证 明 至 少 对 于 实 
数 的 财 子 集 ， 连 续 统 假设 是 成 立 的 : 每 个 不 可 数 的 闭 集 都 具有 连续 统 的 基 
数 。 这 也 是 他 在 连续 统 问题 上 取得 的 最 好 结果 ， 虽 然 他 始终 坚信 会 找到 关 
于 这 个 问题 的 证 明 。 


共 尾 概念 在 基数 算术 的 研究 中 有 着 极为 重要 的 作用 。 我 们 可 以 把 它 看 
作对 如 下 现象 的 刻画 : 比 起 No, No 是 一 个 很 大 的 基数 ， 但 却 存在 从 No 到 
N 的 映射 f(n) = Nn，y 的 值 域 在 RL 中 是 “无 界 的 ”， 就 是 说 我 们 能 在 w 
步 内 从 下 面 达到 RN。,。 而 男 一 方面 ，N1， 比 起 NR, 要 小 很 多 ， 但 却 不 存在 满 
足以 上 条 件 的 由 No 到 Ni 的 映射 ， 从 这 个 角度 ，Ni HER, “KR”. 
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5.3.1. 定义 

(1) 设 4 是 序数 a HFK, WRA 满足 

Vy < ad€€ A(y < È), (5.10) 

则 称 A 在 a 中 是 无 界 的 。 

(2) ”对 任意 序数 a, cta) 是 满足 以 下 性 质 的 最 小 序数 8 : 

存在 映射 1 : p> oa, 使 得 j[B] 在 a 中 是 无 界 的 。 

这 样 的 映射 f 称 为 共 尾 映射 ，cf(a) 称 为 a 的 共 尾 。 

(3) 对 任何 序数 w， 如 果 cf(a) = qa， 就 称 a 是 正则 的 ， 不 是 正则 的 
序数 称 为 奇异 的 。 
5.3.2. 命题 以 下 是 有 关 共 尾 的 一 些 基本 事实 : 


GQ) Aca 是 无 界 的 当 且 仅 当 aw=UfE+1ce4}。 因 此 ， 对 任意 
序数 ， 如 果 f : cf(a) 一 a 是 共 尾 映射 ， 则 【上 -eraw[F(6) + 1] = a 


(2) 对 任意 a，cf(a) < a ， 
(3) 任意 后 继 序数 a 二 B 二 1 的 共 尾 是 1， 
(4) ”对 任意 极限 序数 w > 0，cf(a) > w 


证 明 . 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 口 


以 上 命题 表明 ， 只 有 极限 序数 的 共 尾 是 令 人 感 兴趣 的 。 


5.3.3. 定理 对 任何 极限 序数 a 都 存在 一 个 严格 递增 的 共 尾 映射 f: cf(a) 一 


Qo 


证 明 . a 是 后 继 序数 的 情况 是 平凡 的 。 如 果 a 是 极限 序数 , FHE g: cf(a) 一 
a 是 共 尾 映射 。 对 任意 7 < cf(a)， 递归 定义 


f(n) = max fo, UGE + n} o (5.11) 


E<n 
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显然 ， 对 任意 上 <7 < cfa), FE) < f(E)+1< f(m)。 所 以 了 是 严格 递增 
函数 。 以 下 证 明 f 是 共 尾 映射 。 首 先 我 们 归纳 证 明 

对 任意 7 < cf(a), f(n) ea。 (5.12) 
BD f 是 cf(a) 到 a 映射 。 假 设 对 任意 上 <n <cf(a), f(E Ea, W 


f(n) = max {ot U(E) + n) Sa (5.13) 


<n 


但 是 f(n) 不 能 等 于 a， 否 则 f 1 7 就 是 到 a 的 共 尾 映射 ， 即 n> cta), X 
盾 。 其 次 ， 对 任意 tca, FE n< cta), €< gln) < f(n)- 回 


5.3.4. 推论 对 任意 极限 a，cf(cf(a)) = cf(a)。 


证 明 . $ f: cf(cf(a)) 一 cf(a) 和 g :cf(a) > a 为 严格 递增 的 共 尾 映射 。 考 
虑 gof:cf(cf(a)) + ao WHER Eca, FE n< cf(a)，& < gn); 而 对 于 
n, FIE Ce cf(cf(a)), n< f(O, Ee 


E < g(n) < g(f(C)) = (go F)(C)° (5.14) 
所 以 goj 是 共 尾 映射 ， 所 以 cf(cf(a)) > cf(a), 所 以 cf(cf(a)) = cf(a)。 O 


也 即 是 说 任意 序数 的 共 尾 都 是 正则 的 。 又 ， 所 有 正则 的 序数 都 是 基数 ， 
所 以 任意 一 个 序数 的 共 尾 都 是 基数 。 


5.3.5. 命题 假设 7 是 极限 序数 ，(ae | E< 7) 是 序数 的 严格 递增 序列 ， 而 
a 是 它 的 极限 ， 则 cf(a) = cf(Y)。 


WEAR. 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 口 


5.3.6. 定理 对 任意 无 穷 基数 K，H+ 是 正则 的 。 


证 明 . 令 Qa < kt，f :Qa 一 kt+ 为 函数 。 显 然 |a| < wx， 并 且 对 任意 € <a, 
IF(E)| < eo R, |Ucalf(O) +H <r, AA Ugcalf (E) + Arto Rw 
证 明了 对 任意 a < k+ ，cf(k+) Fao Alt cf(e+) = Kt. Oo 
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这 个 定理 表明 ,任何 奇异 的 基数 都 是 极限 基数 。 考 虑 任意 无 穷 基 数 Na， 
存在 由 Na 开始 的 序列 : 


Ra, Roti, Rate, ae Nans ieee B 


显然 f(n) = Rain 是 w 到 Rapo 的 共 尾 映射 ， 即 ENa) = w， 因 此 ， 
Natu 是 奇异 基数 。 这 就 表明 ， 对 任意 无 穷 基 数 ， 总 存在 比 它 大 的 奇异 基数 。 


后 继 基数 都 是 正则 的 ，w 也 是 正则 的 ， 那 是 否 存在 大 于 w 的 正则 
极限 基数 呢 ? 假设 存在 这 样 的 极限 基数 Ne， 由 于 a 是 极限 序数 ， 故 
Ne=Ufy17< ojs A f: a 一 Na 是 共 尾 映射 , 所 以 Ne = cf(N.) <a, 
ZARE Na = aw。 这 就 说 明 ， 一 个 极限 基数 是 正则 基数 的 必要 条 件 是 : 


a = Nae (5.15) 
但 这 并 不 是 充分 条 件 。 任 取 N,， 构 造 基数 的 序列 : 
ao = My; 
Ont = Ran» 


Fa=Uf{an|n<w}, WR.=a, Ail, HF cla) =w， 因 此 a 是 奇异 
基数 ， 这 同时 也 证 明了 存在 任意 大 的 奇异 基数 。 事 实 上 ， 正 则 的 极限 基数 
被 称 为 弱 不 可 达 基 数 ， 我 们 在 ZFC 中 不 能 证 明 存 在 这 样 的 基数 。 一 个 正则 
基数 < 如 果 还 是 强 极限 的 ， 即 对 任意 A <n, 都 有 2> < k (定义 见 5.5.2)， 
则 称 s 是 强 不 可 达 基 数 ， 或 不 可 达 基 数 。 在 ZFC 中 自然 也 不 能 证 明 不 可 


正如 我 们 已 经 提 到 的 ， 共 尾 在 基数 算术 中 有 很 重要 的 应 用 ， 这 一 点 在 
以 下 定理 以 及 随后 的 章节 中 都 会 有 所 体现 。 
5.3.7. 寇 尼 希 引 理 对 任何 无 穷 基数 k, 
KH) > Ko (5.16) 
证 明 . 令 f :cf(k) 一 r 为 共 尾 映射 ， 令 G :A KM) 为 任意 函数 ， 我 们 证 
明 G 不 可 能 是 满 射 。. 为 此 定义 het H: 对 任意 accts), 
h(a) = min — {G(E)(a) | E< f(a)})e (5.17) 


由 于 HGE) |€ < f(a)}| <| f(a)| <%w， 所 以 以 上 定义 是 合理 的 。 对 任意 
€ < pr， 总 存在 a < cf(n) 使 得 5 < f(a), ATLA h(a) # G(&)(a)。 因 此 ,对 
任意 上 < k, h#AG(E), BI h g Glk]。 口 
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5.3.8. 推论 对 任意 序数 w，cf(2xe) > Rao 
证 明 . 反 设 cf(28<) < Ng, 则 (28a) E) < (28e)xe = 28e , 与 定理 矛盾 。 O 


5.3.9. 注 


(1) 由 此 我 们 可 以 立即 得 到 cf(2xo) > No， 而 这 意味 着 2xe 不 能 是 
N,， 也 不 能 是 Nupo 等 等 。 这 一 结果 的 意义 在 于 ， 它 是 目前 已 知 的 ZFC 对 
连续 统 基数 的 唯一 限制 。 


(2) “对 于 连续 统 函 数 2X< ， 除 了 以 上 推论 ， 已 知 ZFC 对 它 仅 有 的 限 
制 是 单调 性 ， 即 a < 6 蕴涵 28e < Me, 


5.3.10. 推论 对 任意 序数 ao,B ，cf(Nae) > Ngo 
证 明 . 与 推论 5.3.8 类 似 。 ` oO 


5.4 无 穷 和 与 积 


5.4.1. 定义 假设 {ki | iE J} 为 一 集 基数 ， 而 {X; ic 为 两 两 不 交 的 集 
合 族 ， 并 且 对 任意 iE J，|X;| = rp M 


Dri = Ux: ; C9 «i = 


iET iel iel 


Il x, r (5.18) 


wer 


首先 注意 到 ， 由 选择 公理 可 以 证 明 ， 以 上 定义 不 依赖 于 X; 的 选择 。 同 
AY, @ 的 定义 并 不 要 求 X; 是 两 两 不 交 的 。 以 下 我 们 证 明 一 些 简单 事实 。 


5.4.2. 命题 若 和 为 无 穷 基数 而 {Ke}eey 是 非 零 基数 的 序列 ， 则 Peca ke = 
A ® supe cy Keo 


WEAR. & s = supe<、 ke, HERR E< 入， 显然 有 上 > rg, PLA 


r< Pe=rABKe 


E<A 所 < 入 


另 一 方面 ， 入 和 都 不 大 于 Been Ke, 因此 


A8 k = max( Xe) < Pree 口 
&<A 
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5.4.3. 注 由 命题 5.4.2， 我 们 立即 有 以 下 一 些 平 凡 的 推论 : 


© 四 :At,= max(À, SUPg<a Ke), 事实 上 这 一 等 式 只 要 求 每 个 ke 不 为 
0 E 和 或 其 中 一 个 ke 为 无 穷 基 数 即 可 ; 


人 特别 地 ， 如 果 (Ke | E < cf(«)) 是 一 个 序列 ， 并 且 2 < Ke <K, 则 
四 :cm hg max(cf(k), supe <of(x) Ke) = ihe 所 以 ， 对 任意 无 穷 基数 Ky 我 
们 总 能 找到 一 个 长 度 为 cte) 的 基数 的 序列 ， 它 的 和 为 Ko 

。 更 为 显然 的 是 : supe<AAe < Deca Kes 这 对 任意 基数 都 成 立 ; 


。 当然 ， 如 果 入 < supe<、 ke， W Bee, he = supe<a re。 


其 他 一 些 类 似 于 有 穷 算 术 规 律 的 规则 罗列 于 下 面 的 命题 中 。 


5.4.4. 命题 假设 (ki)ier 为 基数 的 序列 ， 而 入 为 基数 ， 则 
(1) 如 果 {Xj |jE J 是 了 的 划分 ， 则 
(a) (交换 律 和 结合 律 ) 


Bei = DOB «i Qr =& & ki, (5.19) 


ier JEJ iEX; ier JEJ iEX; 

(b) (分 配 律 ) 
&) Bei =PDWensy | fe Ix; (5.20) 
jEJ i€Xj jEJ jEJ 


(2) A- Bier ki = Bier A+ Kis 
(3) A@ier™ = Qer à“ ; 


(4) (@ier ki) = Wier Kp. 


证 明 . 这 些 命题 的 证 明 并 不 复杂 ， 只 是 涉及 交 、 并 和 卡 氏 积 的 一 些 基本 性 


质 ， 我 们 把 证 明 留 给 读者 。 见 习题 5.6.15。 加 | 
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5.4.5. 命题 假设 入 为 无 穷 基数 而 {Kehecy 是 非 零 基数 的 序列 ， 并 且 还 是 非 
降 的 ， 则 Ween Ke = (supe<a kre)” 


WEAR. $ k = supe<、Ke。 因 为 入 x 入 = 入 ， 所 以 可 以 令 和 =U {KH | E< Aj, 
其 中 任 一 Xe C 入 并 且 |Xe| = 和 和。 注意 到 对 任意 E< À, k= Supcexe Ke, 


这 样 ， 
=Q QO rc =r < Rrr (5.21) 
E< 入 E< 入 CEXe E<A E<A 入 
口 
接 下 来 这 个 定理 属于 寇 尼 希 ， 寇 尼 希 引 理 5.3.7 是 它 的 推论 。 
5.4.6. BEREE 如 果 对 任意 i€E 了 都 有 KR < Xi， 则 
Dri < CO re (5.22) 


tel tel 


证 明 . 令 X; 为 基数 为 和 ; 的 集合 并 且 X = Jo Xi, W Qe ri =|Xlo MU 
果 Bier ki > Wier 入 ， 则 一 定 存在 一 个 序列 {Yi};e:， 其 中 每 一 半 CX 并 
E |Y] = ki M Ue, 下 = 和 。 我 们 以 下 证 明 这 是 不 可 能 的 。 

定义 Z = {f( 让 | f EY} AF | 了 | < |X|， 所 以 Zi 是 Xi 的 真子 
集 。 取 f e X HEMMER ie, SO g Zi, WHERiel, fey, W 
Vier Yi # Xo O 


以 下 关于 正则 基数 的 刻画 有 很 多 应 用 。 


5.4.7. 定理 设 是 无 穷 基 数 ， 则 以 下 命题 等 价 : 


(1) 上 是 正则 基数 ; 


(2) 如 果 ACwk， ŽELJA <k, MARK PAR, PRE A<k, 
ACa; 


(3) 如 果 |I| <n, 而 {fnilieET 为 一 集 基 数 ， 并 且 对 任意 ie， 
Ki <k, W Diep hi < k; 


(4) SA<k, 如 果 长 度 为 入 的 序列 (Xe)e<A 满足 对 任意 € <A, 
|Xe| < K, 则 |Ueca Xel < Ko 
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证 明 . (1) > (2)。 WR 4 是 无 界 的 ， 则 我 们 可 以 定义 4 到 < 上 的 
共 尾 映射 。 这 样 cf(k) < |4| < Kk, 矛盾。 


(2) > (3)。 由 (2)， 集 合 {ri liel} cr Er PRR, PU 
supier Ki < Ko 假设 |I| =A, HERB A < rk。 根 据 命题 5.4.2， 甸 ;cj ki = 


入 @ supier Ki = max(M,supier Ki) < Ko 


(3) > (A)o 假设 每 个 Xe 的 基数 是 re, W |Ues Xel < Deca Kes 
由 (2), 它 严 格 小 于 Ko 


(4) > (1)。 WR s 是 奇异 基数 ，cf(k) < Ko Sf: cf(k) on EH 
尾 映射 ， 注 意 到 ， 对 任意 5 < cfm), [FO] < nw， 但 是 | Us FOI = r, 
与 (4) 矛盾 。 口 


关于 基数 的 加 法 和 乘法 ,我 们 有 非常 平凡 的 计算 方法 。 甚 至 对 于 无 穷 和 
与 无 穷 积 ， 我 们 也 能 找到 一 些 类 似 于 有 穷 情 形 下 的 运算 规则 。 但 基数 的 寡 
运算 却 是 一 个 坏 手 问题 。 我 们 已 经 讨论 过 2* ， 目 前 只 知道 它 的 共 尾 数 严格 
KF ws， 其 他 则 一 无 所 知 。 而 对 于 rx^， 除 了 知道 它 的 共 尾 数 大 于 Sb, th 
只 是 知道 在 x < 和 的 情况 下 ， 它 等 于 2>， 可 这 不 过 是 把 无 知 归 于 无 知 ! 本 
章 后 面 的 内 容 可 以 看 作 是 对 需 函 数 的 探讨 ， 目 的 是 努力 寻找 一 些 限制 ， 或 
者 说 规律 。 


5.4.8. 定理 假设 ab 是 序数 ， 


(1) ”过 斯 道夫 公式 ) NB, = Na ONY ; 


D GIMANA) 如 果 |y| < Re， 则 Ne, 一 NO @ Ne。 
证 明 . (1) 如果 a < 6， 则 根据 命题 5.2.10，Na4i = Nb? = 28e， 而 
Nari < 28e ， 所 以 RDA, = Neti@Nas。 如 果 6 < a, 可 以 把 集合 RS, E 
从 Ne 到 Ras 的 全 体 函 数组 成 的 集合 ) 看 作 Us, T, GEH y 是 
Ng Bly 的 全 体 函数 组 成 的 集合 。) 而 这 个 集合 的 基数 不 大 于 Qur Y, 
后 者 也 不 大 于 Rat @ RNa” ， 这 就 证 明了 Na4 < Ra ON; 而 另 一 个 方向 
是 显然 的 ， 因 为 Rapi < NMA, 并 且 RRP < rks. 


(2) 与 (1) 类 似 ， 其 中 一 个 方向 ， 即 ，RD @ Nae < Ne  ， 是 显然 
的 。 我 们 对 y 作 归 纳 证 明 另 一 个 方向 。 对 于 后 继 序 数 的 情况 ， 可 由 (1) 和 
归纳 假设 容易 得 到 。 如 果 是 极限 序数 ， 首 先 注意 到 Noy < @ec, Rares 
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{Nove E< 7}, BRAT Geo’ a+e。 这 样 ， 我 们 
Rod < < Brey Na cee» MARTE VIABLE Rites = Na @NE! e, 所 以 


No 一 < OR = &( Ree @ rele) 


é<¥ ESY 
N lel 
= (NNe) lo Q CO we 
<y 


< peel! Q (NL hI 
= rks 四 NI 


at+y7° 


5.4.9. 推论 如 果 n Ew， 则 以 下 命题 成 立 : 
(1) (广义 之 斯 道夫 公式 ) Ne 二 Ne? @Nain | 
(2) (Ca BAR) Nae = OX @N,, | 
(3) #Ra<Ns, WN? = 2% gie 


WERA. 见习 题 5.6.23。 oO 


5.5 sRGB 
FR TARE TT UO FERAL Kò 以 及 连续 统 函 数 2". 


5.5.1. 引 理 + kA ARK, 
(1) ”如果 是 无 穷 的 而 入 > chk), I 
Ah 一 (sup {p |u 是 小 于 k MRK) ; (5.23) 
(2) ”假设 无 穷 而 且 0< 入 <cf(k)， 则 


kò =K Qsup {pò |u 是 小 于 的 基数 } 二 上 @ BD üa (5.24) 
凡是 小 于 kK 的 基数 
WERA. (1) $ u = sup {p> |p BDF « 的 基数 }。 根 据 注 5.4.3， 我 
们 令 (we | E < cf(re)) 为 满足 Decore = 的 序列 ， 于 是 A> = 
(Decet) Ke) < (We<et(xe) Ke) < Becer) p= BH) < (mr) = Kà 
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(2) 因为 < clk), MARGA f € we 都 存在 a < nr 使 得 
fea, AURA kx CU {ao*|a<«}, 这 样 , x* <|Uf{aela<k}|< 
Back le < Opu ant ement BH S kO Oz, wns x meee SR® 
sup {p> | 4 是 小 于 的 基数 } < n>. 口 


5.5.2. 定义 令 ,和 为 基数 ， 并 且 入 <k。 如 果 对 任意 几 <k,， 都 有 <k 
就 称 kk 是 和 - 强 的 。 如 果 对 任意 入 < k，k MED, MAK 是 是 强 极限 
的 。 
5.5.3. 练习 令 KA 为 无 穷 基数 ， 

(1) k 是 强 极 限 的 当 且 仅 当 对 任意 < kk, BD <k; 


(2) WÈ s PÆ A-N, MEFE u< «使 得 jy* dnu, W A =p. 


我 们 可 以 把 适 函 数 在 Kò 在 ZFC 下 的 行为 总 结 如 下 : 


5.5.4. 定理 令 入 为 无 穷 基数 ， 对 任意 无 穷 基数 k，k^ 可 计算 如 下 : 
(1) ”如果 不是 入 强 的 ， 则 存在 < KE，Hx 一 HA 
(2) PRae<saA, H=; 
(3) 如 果 乒 > 入 并 且 上 是 入 强 的 ， 则 
(a) 如 果 cf(k) >A, U kx 一 后 ; 
(b) 如 果 cf(k) <A, MW wr = Kel), 
证 明 . (1) 练习 5.5.3 (2)。 
(2) 命题 5.2.10。 


(3) WR k = Non 是 后 继 基 数 ， 则 s 是 正则 的 ， 所 以 根据 
假设 ， 只 可 能 有 chk) > 和 X。 根 据 豪 斯 道夫 公式 ，A = NY, = 
MON = Neon = co WR k ERREX, WBA cw = 
sup {nò | n 是 小 于 s 的 基数 } ， 如 果 ctx) > 入 ， 根 据 引 理 5.5.1 (2), Kò = 
k Q sup {nò | 7 是 小 于 « 的 基数 } = KOK = Ko WR chk) < 入 ， 则 根据 引 
理 5.5.1 (1), Kò = (sup {7 | n 是 小 于 5 的 基数 }) OO = Ws 口 
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5.5.5. 定义 无 穷 基 数 上 的 所 谓 吉 莫 尔 函数 (gimel function) 定义 为 


(x) = 6), 


TRA EET, FRAT AT LARA Ee SK kx 和 连续 统 函 数 
2A 


5.5.6. 推论 对 任意 无 穷 基数 kA, 


或 
Ah 一 4， 或 
J(u),  cf(u) <A < pe 


证 明 . 显然 > Pak, WR > 2^@A， 找 到 使 得 kò = wr 的 最 小 的 
po 应 用 定理 5.5.4 于 /入 ， 则 定理 中 的 (1), (2) 和 (3a) 都 不 成 立 ， 所 以 
kò = pò = pt), o 


对 于 连续 统 函 数 2* ， 除 了 单调 性 ， 即 < < 和 蕴涵 2* < 2^， 和 寇 尼 希 
定理 的 限制 ， 即 cf(2*) >r 外 ， 我 们 还 有 如 下 定理 : 


5.5.7. 定理 假设 k 是 无 穷 基 数 ， 则 
(1) 如 果 A 是 极限 基数 ， 则 2 = (2<*)cf(*) ; 
(2) 如 果 乒 是 强 极限 基数 ， 则 2" = KE, 


证 阴 . (1) 因为 K 是 极限 的 > 所 以 存在 小 于 K 的 基数 序列 (Ke)e<ct(m) 3 
使 得 k= De ceri) Keo 这 样 ， 


gr 一 Decet) re 一 Q gre < CO 2<x“ 一 (ay), (5.25) 
E<cf(K) E<cf(K) 
(2) KAS) < Ke 一 2x 一 (2<*)efs) 二 KE), oO 


5.5.8. 定义 对 任意 基数 K， 如 果 存 在 uo < nr 使 得 对 任意 py <p <k, 
Qe = 2h, MAR 24 为 连续 统 函 数 在 k 下 的 不 动 点 。 如 果 这 样 的 不 动 点 存 
在 ， 也 称 连续 统 函 数 在 k 下 终究 为 常量 (eventually constant below k)。 
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5.5.9. 推论 令 ;为 奇异 基数 ， 并 且 连 续 统 函 数 在 k 下 存在 不 动 点 20, 
2* = 2m0, 

WEAR. 显然 ，2<* = 2‰ ， 由 于 A 是 奇异 的 ， 因 此 可 以 找到 ce(s) << 使 
得 2+ = 2% = 2<“*。 而 根据 定理 5.5.7，2* = (2<“)cfts) = (24)cte) = Qu = 
2Ho 。 口 


以 上 这 些 结论 允许 我 们 用 吉英 尔 函数 来 定义 连续 统 函 数 。 


5.5.10. 推论 假设 乒 是 无 穷 基数 ， 则 


X(x), 如 果 k AERX; 
24 QI](K), wR s 是 极限 基数 
2 = 并 且 Vo 是 连续 统 函 数 在 k 下 的 不 动 点 ， 


W(2<"), wR s AARAA 
并 且 连 续 统 函 数 在 i 下 不 存在 不 动 点 。 


证 明 . 如 果 s 是 后 继 的 ， 则 cf(k) = kw， 所 以 2* = k" = Actte) ;假设 上 是 极 
限 的 并 且 2¢0 是 连续 统 函 数 在 k 下 的 不 动 点 ， 此 时 , Æ 上 是 正则 的 ， 则 由 
寇 尼 希 定理 (定理 5.4.6) 2* = J(k) > 2 。 反 过 来 若 k 是 奇异 的 ， 则 由 推 
论 5.5.9 及 定理 5.5.7，2m = 2" > ](k)。 
Bua, WR s 是 极限 的 并 且 连 续 统 函 数 在 k 下 没有 不 动 点 ， 则 2<* 是 
一 个 长 度 为 k 的 递增 序列 的 上 确 界 ， 所 以 cf(2<*) = cffe) 
口 


如 果 广 义 连续 统 假设 GCH 成 立 ， 即 We = Rap WFR ex Wit 
算 也 会 相对 简单 : 


5.5.11. 定理 SkA 为 无 穷 基 数 ， 同 时 假设 广义 连续 统 假设 成 立 ， 则 


At, 如 果 乒 去 入; 
m= Kt, WR cf(k) < 入 < k; 
k, 如 果 入 < cf(k)。 
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证 明 . Rw < A， 则 根据 命题 5.2.10，k* = 2 = At; WR cf(k) < 
入 < K, REBR, d > Kh > k; 男 一 方面 ,根据 命 
题 5.2.10，k* < k" = 2* = kt; 如 果 入 < cf(%r)， 则 由 引 理 5.5.1，k^ = 
rn@sup {n | n 是 小 于 & 的 基数 }。 由 于 区 < (27)* = 27% = (n@A)t <k, 
所 以 Kò = Keo 口 


5.5.12. 奇异 基数 假设 (SCH) 对 任意 无 穷 基数 k, wR 2f) <r, M 


kf) = et, 


由 于 我 们 知道 kstt*) >n, HA nt 是 koft") 最 小 的 可 能 性 。 而 奇异 基 
数 假设 最 早 的 形式 是 说 连续 统 函 数 在 强 极限 的 奇异 基数 处 总 是 取 最 小 的 可 
能 性 ， 即 


如 果 k 是 强 极限 的 奇异 基数 ， 则 2x 二 kto (SCH’) 


5.5.13. 注 


(1) 显然 , SCH AWM SCH’: WR s 是 强 极限 的 奇异 基数 , 则 SCH 
的 前 提 满 足 ， 故 kei(*) = kt+， 而 根据 定理 5.5.7 (2), 25 = KM). (BERS 
不 成 立 ， 我 们 可 以 构造 一 个 集合 论 的 模型 ， 在 其 中 SCH’ 成 立 而 SCH 不 
成 立 。 


(2) 同样 显然 的 是 GCH 蕴涵 SCH: 应 用 定理 5.5.11, + 入 = cf(k)。 
5.5.14. 定理 假设 乒 是 奇异 基数 ， 并 且 SCH 成 立 ， 则 


of 24o， 如 果 240 是 连续 统 函 数 在 k 下 的 不 动 点 ， (5.26) 
(2<*)+, WREPABKE k 下 没有 不 动 点 。 


证 明 . 如 果 连 续 统 函数 在 < 下 有 不 动 点 24， 则 推论 5.5.10 告 诉 我 们 
2* = 20; 否则 , 我 们 有 cf(2<") = cf(e)， 根 据 推论 5.5.10，2* = (2<*)sf(*) = 
(2<*)f2""), EH SCH， 这 就 是 (2<")+。 口 


在 奇异 基数 假设 下 ， 基 数 的 蜗 函 数 可 由 连续 统 函 数 计算 。 
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5.5.15. 定理 令 kA 是 无 穷 基数 ， 同 时 假设 SCH KZ, 


2, Wrk; 
kò= ikt, WR k> D128 cf(k) <r; (5.27) 
k, 如 果 乒 > 2》 并且 cf(k) > A 


WERA. s < 2 情形 是 显然 的 ; 假设 2* < r, 我 们 施 归 纳 于 so WR = ut 是 
后 继 基数 , 则 根据 归纳 假设 , pò € {2, ut, u}, ATLA uò < 而 As 一 (AU+)>， 
由 豪 斯 道夫 公式 ， 它 等 于 ptew=n; WR 是 极限 基数 ， 同 样 根据 归 
纳 假设 ， 对 任意 < r, <r, BIr 是 入 - 强 的 基数 ， 应 用 定理 5.5.4 (3), 
WR A< ctx), W px =r, WR chk) <A, Wer =n, 再 由 SCH, 
CEF kto 口 


5.6 习题 


5.6.1. «6 是 无 穷 后 继 基数 当 有 上 且 仅 当 存在 序数 w，k = Raa; K 是 无 穷 极限 基 
数 当 且 仅 当 存在 极限 序数 Y， 使 得 < = Ryo 


5.6.2. WR a < B, 则 Na < Ngo 


5.6.3， 以 下 公式 中 的 需 运 算是 指 序数 的 寡 运 算 。 
(1) WR a < wy, 则 wa < wy; 
(2) ww =w; 


(3) {a < w | wa =a} 是 不 可 数 的 。 


5.6.4. 证 明定 理 5.2.9: 
(1) KASH = KA Q RF; 
(2) (Kò)” 一 18; 
(3) (K@AH=KHOM; 
(4) 2" > ko 
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5.6.5. 证 明 : 
(1) nm- 维 空间 R" 中 所 有 点 的 集合 ， 其 基数 为 20; 
(2) 全 体 自然 数 的 无 穷 序列 的 集合 NN， 其 基数 为 20; 
(3) 全体 实数 的 无 穷 序列 的 集合 RN， 其 基数 为 2%o。 


5.6.6. 假设 r 是 无 穷 基数 ， 和 < K, 
(1) OX={fer*| f 是 满 射 。}, WH |X| =r; 
(2) @Y={fer|f EH. }, 证 明 |Y|= rò; 
(3) @Z={fen*|f 是 双 射 。}, WH |Z) = "o 


5.6.7. WR 4 是 无 穷 集合 ， 则 A 上 存在 214| 个 等 价 关 系 。 


5.6.8， 共 尾 的 概念 可 以 推广 到 任何 集合 X 和 关系 ROCXxX 上 ， 称 集合 
Y CX E(X, R) 中 是 无 界 的 ， 如 果 对 任意 ce xX, Fy cy 使 得 xRy, 
定义 : 

cf(X, R) = min {|Y||Y 在 (X, R) 中 无 界 } 。 
现在 假设 (X,<) 是 线 序 集 ， 证 明 cf(X,<) WO 或 1 或 某 个 正则 基数 。 举 
例 说 明 这 对 偏 序 集 不 成 立 。 


5.6.9. 假设 k 是 无 穷 基数 ，> 是 2* 上 的 字典 序 。 证 明 (2*, >) 上 不 存在 长 
BEA r+ 的 严格 递增 或 严格 递减 序列 。 


5.6.10. 如 果 20 > Ru, M Ne = 28o。 
5.6.11. WR a < wi 是 极限 序数 ， 则 ct(a) = w。 


5.6.12， 所 有 正则 序数 都 是 基数 。 [提示 : 令 B 
a=cf(a)< b. J 


lcf(a)|， 证 明 : 


ll 


5.6.13， 对 任意 无 穷 基数 k, 是 奇异 的 当 且 仅 当 «= Oem, HP 
<x, MASHER ie], ki; < ko 
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5.6.14. 如果 对 每 一 £ eA, AA ke = 二， 则 Weer ke = Ko 


5.6.15. 证 明 命题 5.4.4， 即 ， 假 设 (ki;)ier 为 基数 的 序列 ， 而 和 为 基数 ， 则 
(1) WR {X; |e J} BIKA, W 
(a) (交换 律 和 结合 律 ) 


Dn"=DD", On=QOxi 


ie] JEJ i€EX; ier JES i€X; 


(b) (分 配 律 ) 


BOn-O(Bew li ls) 
JEJ i€X; ged jes 

(2) A 入: Bier Ki = Bier r+ Ki; 

(3) A@ier™ = 四 jy Xe 


(4) (Qie ki) = Wier K}o 


5.6.16. 假设 KA 是 无 穷 基 数 ， 运 用 寇 尼 希 定理 重新 证 明 以 下 命题 
(1) we Oe: 
(2) Ke) > k; 
(3) cf(K*) > ro 


5.6.17. WMR y 是 极限 序数 , 而 (An) ney 为 序数 的 序列 , JFE sup, -ay = a, 
TY Drey Ray = Ras FBS, Bo, Xn = Ryo 


n<y 


5.6.18. WR s 是 无 穷 基数 ，/ < cf(k) 是 基数 ，(ke | E< u) 是 基数 的 序列 ， 
并 且 每 个 ke 都 小 于 K, W: Dec, Ke < Ke 


5.6.19. WEI: No = Qpe, no 


new ` n 


5.6.20. 假设 k 是 无 穷 基 数 ， 则 (+)* = 2". 
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5.6.21. 假设 K 是 无 穷 基数 ， 则 QE 一 (@， 是 小 于 A 的 基数 Dje) s 

5.6.22， 运 用 塔 斯 基 公式 证 明 : 四 。s Ne = RN。 

5.6.23. 证 明 推 论 5.4.9， 即 ， 如 果 ne w， 则 以 下 命题 成 立 : 
(1) (广义 豪 斯 道夫 公式 ) nee = nie 8 Rain 


(2) CARTE ZAst) xk? = 2 ON; 


(3) WE a< Ns, I RÈ =o guel 
5.6.24， 对 任意 极限 序数 y, Qee 28e = Mro 
5.6.25. 如 果 k 是 强 极限 的 基数 ， 则 f(k) > Ko 


5.6.26. 假设 s 是 正则 基数 ， 而 对 任意 小 于 s 的 基数 u, 2# <r, 证 明 : 
Dy err we mpg KY = Ke 


5.6.27. 如 果 R= At, TW By ent s a K = 2% 


5.6.28. 判断 一 下 命题 是 否 成 立 : 如 果 kA 是 基数 ， 而 且 0 < 入 < ct), W 
KA = Ð, 是 小 于 s 的 基数 pro 


5.6.29. 假设 7 是 极限 序数 ，a 是 序数 且 满足 Xa < cf(7)， 证 明 : 


ne = xk = sup (Ne |E<y}eo 
&<7 


5.6.30. WR s 是 TRIER, UW kt 亦 是 j- 强 的 。 

5.6.31. 递归 定义 贝 茨 函 数 (beth fuction) Jy 为 : Io = No, Iai = 2%, 
对 于 极限 序数 y, I, = sup {2 |E < ?7}。 注 意 到 ， 广 义 连续 统 假设 GCH 
可 表示 为 : 对 任意 序数 a, Da = Na。 证 明 : [Va] =a. 


5.6.32. 如 果 2 < Nu FFA IRO) > NR， W IRo) = J(Nw)。 
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5.6.33. 如 果 2 > Ra, W INL) = 2% FFA IR) = 222 


5.6.34. 假设 上 >2， 入 > w 是 基数 ， 并 且 cf(k<>) >A, 证 明 连 续 统 函数 在 
入 下 存在 不 动 点 。 
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“每 个 自然 数 是 四 个 平方 数 的 和 ” 比 “存在 一 个 不 可 达 基 
数 ” 更 是 真 的 吗 ?我 认为 不 是 [ 它 只 是 更 显然 ]， 但 又 不 完全 确定 。 


罗伯特 ， 索 洛 维 


我 们 首先 引进 滤 和 理想 的 概念 ， 它 们 在 数学 和 逻辑 的 很 多 领域 都 有 十 
分 重要 的 应 用 。 


6.1 集合 上 的 滤 


HME, HERES S, S 上 的 滤 是 8 的 “大 ” 子 集 的 族 ， 举 例 来 说 ， 
考虑 实数 的 单位 区 间 A = [0,1] CR, p 为 勤 贝 格 测度 。 对 任意 X CA, 
W(X) =r 表示 “X 是 勒 贝 格 可 测 的 且 y(X) =7”， 其 中 7 € A 是 实数 。 令 
下 = {XCA|n(X)=1} 为 A 的 测度 为 1 的 子 集 族 ， 则 下 的 元 素 是 4 的 
那些 “大 的 ”或 “几乎 无 处 不 在 的 ” 子 集 ，4 具有 如 下 性 质 : (i) 4 本 身 是 
“大 的 ”而 空 集 不 是 “大 的 ”， 即 4e 已 ,0 &g (ii) WRX Æ ‘KN’, 
BxeF, 而 XCY, WY 也 是 “大 的 ", MY eF; (iii) 如 果 XY 都 
是 “大 的 ”, 即 X,Y cF, WXOY 也 是 “大 的 ”( 两 个 测度 为 1 的 集合 相 
交 测 度 仍 为 1， 这 正 是 “几乎 无 处 不 在 ”的 体现 。) 即 XAY eF. BAA 
上 性 质 的 子 集 族 FP 就 称 为 单位 闭 区 间 上 的 滤 ， 有 时 称 一 个 性 质 p(x) 在 单 
位 区 间 上 是 几乎 处 处 成 立 的 ， 如 果 {x E 4 | wp(z)} E Fo 


6.1.1. 定义 令 5 为 非 空 集合 。5 的 子 集 族 FCPS) 如 果 满 足 : 
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GQ) SEeFHOGF; 

(2) X,YeF BAXNYEF; 

(3) XEFBHXCYCS BMYeF, 
则 称 FAS 上 的 滤 。 


6.1.2. 例 


(1) F={S} Æ S 上 的 滤 ， 它 也 是 S 上 最 小 的 滤 ， 是 S 上 任何 滤 
的 子 集 。 我 们 称 之 为 平凡 滤 。 


(2) 令 A4c5 非 空 , 定义 
F={XCS|ACX}, (6.1) 
We eS EAE, 我 们 称 之 为 由 4 生成 的 S 上 的 主 滤 。 


(3) 在 上 例 中 , WR A= {a} 是 单 点 集 , 假设 由 a ERM EDN F, 
则 不 存在 S 上 的 滤 F 满足 C F'。 反 设 存在 这 样 的 滤 F’, 则 FF £40, 
令 X 属于 这 个 差 。 由 于 X44 所 以 a 4 XX; XAF XEF {as er’, 
MO={a}NXeF’, 与 滤 的 定义 矛盾 。 对 任意 滤 万 ， 如 果 不 存在 F 使 得 
FCF’, WK 为 极 大 滤 。 


(4) BOHR S, EM 
F={XCS|S-X EARKI}, (6.2) 


U FÆ S EDGE, KAR BRIE (Fréchet filter). (A F 不 是 主 滤 ， 对 任 
MAcF, WS-AAH, 总 存在 ANAT X, BINS X = A- {a}, 
其 中 ae4， 使 得 59S-X has, I XerF。 


(5) $ 为 无 穷 基数 ，{X Cx||k 一 XX|<k} Ær EYE. 


与 滤 对 偶 的 概念 是 理想 。 直观 上 ，S 上 的 理想 是 S 的 “小 ” 子 集 的 
族 。 还 是 以 [0,1] 区 间 上 的 测度 为 例 , $ = {XC A] p(X) = 0} 为 测度 
为 0 的 集合 族 ， 则 TRE A 的 那些 “小 的 ”或 “几乎 处 处 不 在 ”的 集 
合 ，7T 有 如 下 性 质 : (i) 空 集 是 “小 的 ”， 即 We 7T; Gi) WRX 是 小 的 而 
YCX, WY 也 是 “小 的 ”, MxelAYCxX AMY el; (iii) 如 
R X,Y 是 小 的 ， 则 它们 的 并 也 是 小 的 〈 两 个 零 测 集 的 并 还 是 零 测 集 ， 这 是 
“几乎 处 处 不 在 ”的 体现 )， 即 XUY eT。 具 有 以 上 性 质 的 4 的 子 集 族 称 
为 4 上 的 理想 ， 有 时 称 一 个 性 质 p(x) 在 单位 区 间 上 是 几乎 处 处 不 成 立 的 ， 
如 果 {x € A| p(x)} EI. 
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6.1.3. 定义 令 5 为 非 空 集合 。S 的 子 集 族 TCP(S) 如 果 满 足 : 
GQ) 0eT 且 S&T; 
(2) X,Yel BM XUYEI; 
(3) XeIHYCX BHYeEI!, 


则 称 TAS 上 的 理想 。 


6.1.4. 例 
(1) 与 滤 类 似 ，{0} 是 S 上 的 平凡 理想 。 对 任意 ACS, 
I={X|XC A}, (6.3) 
PAH A 生成 的 5 上 的 主 理想 。 
(2) WR FÆ SEKI, W 
I={S—X|Xer} (6.4) 
是 S 上 的 理想 ; 反之 亦 然 : WRI ES 上 的 理想 ， 则 
F={S-X|Xeh} (6.5) 
是 S 上 的 滤 。 有 这 种 关系 的 一 对 概念 一 般 称 之 为 对 偶 的 。 


(3) 对 任意 无 穷 集合 S$，5 的 所 有 有 穷 集 组 成 的 集合 族 工 是 5S 上 的 
理想 ， 它 是 弗 雷 歇 滤 的 对 偶 ， 称 为 弗 雷 歇 理想 。 弗 雷 歇 理想 不 是 主 理想 。 


(4) WER k 是 无 穷 基 数 ，T = {X Ck ||X| < r} 是 上 上 的 理想 。 


6.1.5. 定义 对 任意 集合 族 G， 如 果 G 的 任意 有 穷 子 集 H 都 满足 门 H #0, 
则 称 G 具有 有 穷 交 性 质 。 


显然 ， 由 滤 的 定义 ， 任 何 滤 都 有 有 穷 交 性 质 ， 反 之 : 


6.1.6. 命题 任 取 集 合 S, &GCP(S) 为 具有 有 穷 交 性 质 的 非 空 集合 族 ， 
则 存在 S EMR FRA GCF. 
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证 明 . 定义 FH: 
F= {X | GEGHARF RARE (HC Xx}. (6.6) 


wR, SEF, HY GAARA, MOF; WRX, XEF, WHE 
G 的 有 穷 子 集 Hı, H, QNH: CX BAe C X20 HERB H = H UH 
是 G 的 有 穷 子 集 , MOH =N MA Ae XNXX, MXiNX.EF, 这 
就 证 明了 F 是 滤 ， 因 为 滤 的 第 三 个 条 件 是 显然 满足 的 。 口 


事实 上 ，(6.6) 式 定义 的 滤 是 以 G 为 子 集 的 最 小 的 滤 ， 因 此 它 被 称 为 G 
生成 的 滤 。 

接 下 来 一 个 自然 的 问题 是 : 是 否 每 个 集合 要 么 是 大 的 要 么 是 小 的 呢 ? 
这 就 引出 了 超 滤 ( 素 理想 ) 的 概念 。 


6.1.7. 定义 S 上 的 滤 U 如 果 满 足 对 任意 X CS, RH XEU 或 者 
S—-X€EU, WAU ARB. 

S 上 的 理想 了 如 果 满 足 对 任意 X CS, RHA XCIRHS-XET, N 
ae ARB. 


超 滤 与 素 理想 为 对 偶 概 念 。 


6.1.8. 例 Facs, WF={XCS|ac xX} EER, 但 显然 它 也 是 超 滤 ， 
因为 对 任意 X CS, ae X Rag XX。 这 样 的 滤 称 为 S 上 的 主 超 滤 。 


6.1.9. 练习 假设 A Cc 5 为 非 空子 集 , FP={XCS|ACX} HER, W 
以 下 命题 等 价 : 

(1) 4 是 单 点 集 ; 

(2) F 是 超 滤 ; 

(3) F 是 主 超 滤 。 


S 上 的 滤 已 把 S 的 子 集 族 分 为 “大 的 ”和 “小 的 "。 超 滤 的 意思 是 说 
这 种 划分 是 “完全 的 "， 即 任何 子 集 或 者 在 F 中 ， 或 者 它 的 补 集 在 FF Ho 
而 极 大 滤 的 意思 是 说 这 种 划分 是 “彻底 ”的 ， 即 所 有 “大 的 ”集合 都 已 经 放 
到 F 中 了 。 以 下 命题 证 明 “ 完 全 的 ”就 是 “彻底 的 ”。 
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6.1.10. 命题 集合 5 LHF SREY ARS PRS 上 的 极 大 滤 。 


WEAR. 假设 F ÆW, U F 是 极 大 的 ， 因 为 否则 就 存在 滤 G 使 得 G-F 
非 空 。 令 XE(G-—F), HF X gF hFE, 故 5 一 XeF， 因 此 
S—XeG, RAW XN(S—X)=0EG, Fike 

假设 下 不 是 超 滤 , MFE X , X FL S-X MANET Fo SG = FU{X)}， 
ER G 的 有 穷 子 集 Y = {Xi,… Xn} AXEY, WERNY 40; Æ 
XeY, 令 Y'=Y-{X}, WANY =NY'nX 亦 非 空 : BM NY’ c (S—X), 
而 这 蕴涵 着 SXF, 矛盾 。 以 上 论证 表明 G 有 有 穷 交 性 质 。 根 据 引 
理 6.1.6， 存 在 S 上 的 滤 Fo 满足 FU {X} CF’, F 不 是 极 大 的 。 口 


以 下 定理 属于 塔 斯 基 ， 它 是 说 任何 滤 都 可 扩张 为 超 滤 ， 因 此 又 称 为 超 
滤 存在 定理 。 和 定理 的 证 明 需 要 用 到 选择 公理 的 等 价 形式 佐 恩 引 理 。 超 滤 存 
在 定理 在 ZF 中 是 不 可 证 的 。 


6.1.11. 定理 集合 S 上 的 任何 滤 可， 都 存在 超 波 G 使 得 CG 


证 明 . ST = {F | 下 是 9 上 的 滤 且 丽 CP}. SEAR T, C) WR T & 
rHS, WEDE F= Ur Æ S LINHA Fer, AT 的 任意 链 
都 有 上 界 。 根 据 佐 恩 引 理 ，F 有 极 大 元 G， 显 然 G 是 极 大 的 ， 因 此 是 超 
YE 0 o 


前 面 已 经 提 到 ， 任 何 滤 都 对 有 穷 交 封闭 ， 而 对 偶 地 ， 任 何 理想 都 对 有 
穷 并 封闭 。 但 是 ， 也 有 一 些 滤 (理想 ) 对 更 大 的 交 GF) 封闭 ， 于 是 我 们 引 
入 以 下 概念 。 


6.1.12. 定义 对 任意 无 穷 基 数 hk， 如 果 集 合 9 上 的 滤 玉 满足 :如 果 所 CF 
AIF |<k, UNF CF, #4 F A kk- 完全 的 ，; 

对 任意 无 穷 基 数 K， 如 果 集 合 5 上 的 理想 了 满足 :如 果 JCI 且 
I<k， 则 TEI， 就 称 了 是 -完全 的 。 

对 任意 无 穷 基数 kw，k- 完 全 滤 和 -完全 理想 是 对 偶 概 念 。 


6.1.13. HE 任何 滤 和 理想 都 是 No- 完 全 的 ; 历史 上 ，Ni- 完 全 的 滤 和 理想 又 
称 为 o- 完 全 的 。 这 里 需要 注意 :可 数 完全 的 滤 是 对 有 穷 交 封闭 的 ，N1- 完 全 
的 滤 才 对 可 数 交 封闭 。 
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6.1.14. 练习 
G) 如 果 Ss 是 可 数 的 ， 则 S 上 的 所 有 Ni- 完 全 滤 都 是 主 滤 ; 
(2) WES 不 可 数 , 则 {XC 5S||X| < No} È S 上 Ni- 完 全 的 理想 ; 


(3) 更 一 般 地 ， 如 果 A > N 是 正则 的 ， 而 |S| > s, W 
{X CS| |X| <6} 是 -完全 的 理想 ; 


(4) [0,1] 区 间 上 测度 为 1 的 集合 构成 的 滤 天 是 Ni- 完 全 的 ， 但 不 是 
(2%)+- 完 全 的 。 


6.2 无 界 闭 滤 


本 节 我 们 讨论 一 类 特殊 的 滤 ， 它 在 现代 集合 论 中 扮演 着 十 分 重要 的 角 
色 。 


6.2.1. 定义 Fa 为 极限 序数 ，a 的 子 集 CC a 如 果 满足 : 


GQ) CHa 中 无 界 ， 即 supC = a， 或 等 价 地 ， 对 任意 6 <a, FE 
EEC, B<E,; 

(2) CHa 中 是 闭 的 ， 即 ， 对 任意 极限 序数 y < a WH 
sup(CNy)=7, A yec, 


就 称 C 是 a 的 无 界 闭 集 。 


6.2.2. 注 假设 C 是 极限 序数 a 的 子 集 ， 如 果 y 是 C 某 一 子 集 的 上 确 界 并 
Hy<a, WE y 是 C 的 极限 点 。 因 此 ，C 在 a 中 是 闭 集 当 且 仅 当 CH 
极限 点 都 属于 C。 


6.2.3. 练习 回忆 拓扑 的 概念 。 对 任意 非 空 的 序数 集合 X, > 
B={(én)|én eX}U{ENXIE EX} 
U{X-(€+1) 1éeX}u{X}. 


为 拓扑 基 ， 则 由 B 生成 的 拓扑 称 为 X 上 的 序 拓扑 。 证 明 : 定义 中 的 闭 集 与 
a 上 序 拓扑 中 闭 集 的 意义 一 致 。 


(6.7) 


以 下 讨论 无 界 闭 集 的 一 些 基 本 性 质 。 
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6.2.4. 引 理 假设 a 是 极限 序数 ， 并 且 cf(a) > w， 则 
GQ) a 是 a 上 的 无 界 闭 集 ， 
(2) 任 取 <a， 则 集合 {6<a|6> PB} 是 a 上 的 无 界 闭 集 ，; 
(3) 集合 = {B < a|B 是 极限 序数 } Za 上 的 无 界 闭 集 ; 
(4) WRX Ha 中 无 界 ， 则 
X'={yEX|y<an Æ X HARA} 
是 a 上 的 无 界 闭 集 。 
证 明 . (1)，(2) 留 给 读者 。 
(3) X 显然 是 财 集 。 为 证 X 是 无 界 的 ， 任 取 Eca, ELFY 
E= ortt En (new), 


其 中 Eni 是 严格 大 于 € 并 且 属 于 a 的 最 小 序数 。 令 7 为 以 上 序列 的 极限 ， 
n> & 并且 属 于 X。 


(4) XX’ 是 无 界 的 可 用 类 似 (3) 中 的 方法 证 明 : ER Eca, 定义 严 
格 递增 的 序列 (En)new, HBT €n E€ Xo ATP n 是 X 的 极 
限 点 ， 所 以 属于 X 并 且 大 于 上。 为 证 明 X 是 闭 集 , AER n< w Xx’ 
RRS, B, supX’ Nn) =n, WAER c < mn， 存 在 X 的 极限 点 & <n 
使 得 o 十 1 < £&。 由 极限 点 的 定义 ， 存 在 ye xneé, 使 得 o < yj， 所 以 
sup(XOn)=n, Bl n 也 是 X HERRA, W nex 口 


6.2.5. 引 理 we Ra 是 极限 序数 并 且 cf(a) > w， 而 :a 一 Qa 是 严格 递增 
的 ， 并 且 是 连续 的 ， 即 对 任意 极限 6 < a，f(B) =U f), W 

(1) f HERR a 的 无 界 闭 集 ; 

(2) 反之 ， 如 果 a 是 还 是 正则 的 ， 则 a 中 的 每 个 无 界 闭 集 C 都 是 这 
样 一 个 函数 的 值 域 。 
证 明 . G) f 是 严格 递增 的 ， 所 以 它 的 值 域 在 a 中 无 界 ; f 是 连续 
的 ， 所 以 它 的 值 域 是 闭 集 。 


(2) 令 r 为 无 界 闭 集 C 的 序 型 ，f : r 全 C 是 关于 序数 上 < 关系 的 
EH, 则 f 显然 是 严格 递增 和 连续 的 。 由 于 C 是 无 界 的 , 而 a 是 正则 的 , 所 
以 7 > cf(Q) =a 又 由 于 对 任意 7 <7, n< f(n), 所 以 7 < sup f(n) = ao。 
所 以 T= ae 口 
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6.2.6. 命题 假设 a 是 极限 序数 ， 且 cf(a) > w， 则 对 任意 y < cf(a)， 如 果 
(Ce)e<y 是 无 界 闭 集 的 序列 ， 则 Miza Ce 也 是 Q 的 无 界 闭 集 。 


证 阴 . 假设 y= 2 只 需 证 明 Cy NC, 是 无 界 闭 集 。 闭 集 的 交 显 然 是 闭 集 ， 
所 以 只 需 证 明 Cı N Ca 在 a 中 无 界 。 任 取 5 < K, 则 存在 EEC, NEC (不 
妨 设 £ < n) 使 得 6 < 上 < 7， 构 造 无 穷 序 列 : 


Eo < No < 1 < M < 2 <M <-t, 


其 中 éo = éno = 且 对 任意 ne W, En E Ci, Mn E Coy. > Z H 是 这 个 序列 
的 极限 ， 则 sup(C Nw) = u A sup(C,.N pw) =p, Alb we Cinco, 并且 
6 < po 

如 果 y 是 后 继 序数 ， 则 和 凭借 归纳 假设 ， 用 y = 2 的 方法 容易 证 明 。 

假设 7 是 极限 序数 ,， 令 D = 门 :_, Ce，D 显然 是 闭 集 ， 以 下 证 明 它 是 
无 界 的 。 注 意 到 ， 对 任意 <y, WR D; = 门 {Ce |& < n}, WD, 是 无 界 
ASA D= 门 ,_,D,， E n< y <y 蕴涵 D 2 Dye ER jj < a, 构造 
序数 的 序列 : 


n<y 


fo <i <-+ <&, <-e:, 


其 中 &0 > u 且 对 每 一 7 < 7, & © Dy 使 得 &, 是 大 于 sup {éa |a < n} 的 最 
小 序数 。 因 为 a 是 正则 的 , 因此 以 上 序列 是 合理 的 。 取 上 = sup { |7 < 
显然 对 任意 7 <7Y, E€ Dy, 所 以 EeD 有 Hh<é。 


由 此 ， 我 们 可 以 定义 : 
6.2.7. 定义 对 任意 共 尾 数 大 于 w 的 极限 序数 Q, 
Fcs(a)=={XCa|l3C(C ža 的 无 界 闭 子 集 人 CCX)} (6.8) 
一 个 滤 ， 这 个 滤 称 为 a 上 的 无 界 闭 滤 。 
6.2.8. 推论 如 果 k 是 不 可 数 正则 基数 ， 则 kk 上 的 无 界 闭 滤 是 k- 完 全 的 。 
证 明 . 由 命题 6.2.6 立 得 。 口 


虽然 不 可 数 正则 基数 < 上 的 无 界 闭 滤 是 « 完全 的 ， 但 是 可 以 找到 一 个 
长 度 为 « 的 无 界 闭 集 的 序列 ， 它 的 交 为 空 集 (见习 题 6.3.6)。 
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6.2.9. 定义 对 任意 序数 a，(Xe |E< a) 是 a 子 集 的 序列 ， 


(1) Xe 的 对 角 线 交 定 义 为 


deca Xe=|n<aine ax}: (6.9) 


é<n 


(2) Xe 的 对 角 线 并 定义 为 


Veca Xe = {[r<aine Ux. (6.10) 


<n 


6.2.10. HE 如 果 令 Y; = {nE Xe |n > E}, 则 AccaXe = AccaYeo IAM, 
Ase<aXe = Meca(Xe U {n |n < €}) (见习 题 6.3.7、6.3.8)。 另 外 ， 在 不 致 引 
起 混淆 的 情况 下 ,我 们 常 将 人 :<。Xe 简 记 为 AXe。 对 于 VecaXe, thee 


6.2.11. 命题 对 任意 不 可 数 正 则 基数 K， 以 及 乒 上 的 无 界 闭 集 的 序列 
(Xs | < k), Agar es 是 无 界 闭 集 。 即 ， Fop(k) 关于 对 角 线 交 封 闭 。 


证 明 . 令 C Ae, Xe, WAX, = 人 Cy。 而 我 们 有 
CoD CD DCD, Gens 


&C=AC,. WE C ZAK, 取 是 C 的 极限 点 。 我 们 需要 证 明 Je C， 
即 , 对 任意 上 < n, me Ce。 WIEN X ={vEClE<v<n}, WX Cc Cg; 
根据 定理 6.2.8，Ce 是 无 界 闭 集 ， 所 以 7 =supXeC,, Alt nec. 

为 证 C 无 界 ， 取 由 < rk。 如 下 定义 序列 (8B, |n<w): B>wH 
Bo EC, 对 每 一 n, 令 Bna+i > Bn 且 Bn+1 E Cg, © 由 于 Ca, 是 无 界 的 ， 所 
以 这 样 的 Bayi 总 能 找到 。 同 时 注意 到 


Gg, > Cp, DC Svs 


所 以 对 任意 m >n, BmeCg,o DA FHE 8 =sup{B,|n<w}eCe 为 此 ， 
只 需 证 明 对 任意 5 < p, MA BEC MUR E< p, MWEE n, E< Bro 
而 对 每 一 m >n, Bm eCp。C Ceo HF Ce 是 闭 集 , BEC 所 以 BeC， 
C 是 无 界 的 。 口 
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6.2.12. 推论 对 任意 不 可 数 正则 基数 k, HR f :一 是 函数 ， 则 集合 
D=lo<el ve <a (6.11) 
是 无 界 闭 集 。 


证 阴 . 对 任意 a <r, 定义 Ca = {8 < K| ja) < 8}, W Ca 是 无 界 闭 集 。 
显然 ，D = 人 C。， 所 以 是 无 界 闭 集 。 口 


E a 是 极限 序数 ,并且 cf(a) >w, Wa 上 的 无 界 闭 滤 Fcp(a) 包含 了 
a 的 “大 子 集 ”, 与 其 对 偶 的 “小 子 集 ” 的 族 是 T= {XCkr|k 一 XE Fog}. 
有 时 候 我 们 需要 刻画 “不 小 的 ” 子 集 的 族 ， 即 不 属于 I 的 那些 子 集 ， 这 等 
价 于 说 «—X 不 以 一 个 无 界 闭 集 为 子 集 ， 即 X 与 任何 无 界 闭 集 相 交 不 空 。 


6.2.13. 定义 令 a 为 任意 极限 序数 ， 并 且 cf(a) > w， 


(1) 如 果 5 Ca 满足 对 任意 a HARANE CHA SNC, HAR 
S 是 a 上 的 平稳 集 ; O 


(2) Ins(a) = {XCa|3C(C Ra HARAFHAXNC=O} 称 
为 a 上 的 非 平稳 理想 。 


6.2.14. 引 理 假设 a 是 极限 序数 ，cf(a) > w， 


GQ) a 上 的 无 界 闭 集 都 是 平稳 集 ， 若 5S 是 平稳 集 且 SCTCa， 则 
是 平稳 集 ; 


(2) a 上 的 平稳 集 都 是 无 界 的 ; 
(3) 存在 a 上 无 界 子 集 了 ， 但 了 不 是 平稳 集 。 


证 明 . (1) 由 命题 6.2.6， 任意 两 个 无 界 闭 集 相交 不 空 。 
(2) 假设 S 是 平稳 集 , 任 取 6 < a, {yY <a|B<} 是 a 上 的 无 界 
闭 集 ， 它 与 3 相交 非 空 ， 这 个 交集 中 的 任何 序数 都 大 于 8o 
(3) 4T={at+lla<«} 是 无 界 的 ,但 不 是 wx 上 的 平稳 集 ， 因 为 
A 中 的 所 有 极限 序数 构成 的 无 界 闭 集 与 它 相 交 为 空 。 
回 


Stationary Set 有 很 多 不 同 的 译 法 ， 例 如 “稳定 集 “、“ 驻 集 "， 新 出 版 的 《数学 大 词典 》 中 译 为 “ 葵 
FER" 
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6.2.15. 练习 假设 a 是 极限 序数 ，cf(a) > w， 


a) 对 任意 7 <a, 如果 D = {Xe E< 7} 为 非 平稳 集 的 族 ， 则 
UD 也 是 非 平 稳 集 。 因 此 ， 如 果 s 是 不 可 数 正则 基数 ， 则 s 上 的 非 平稳 理 
想 是 K-EN; 


(2) SHa- sS 都 是 a 上 的 平稳 集 当 且 仅 当 S 不 以 任何 无 界 闭 集 为 
子 集 。 


6.2.16. 命题 假设 a 是 极限 序数 ，cf(Qa) > w， 而 入 < cf(a) 是 正则 的 ， 定义 
EX = {8 < a|cf(8) =A}, (6.12) 
则 ES 是 a 上 的 平稳 集 。 


证 明 . (ER a 上 的 无 界 闭 集 C, WIEN C 上 的 长 度 为 和 的 严格 递增 的 序 
列 
Oy L Or ER WER wes es (E< Ajo 


入 是 正则 的 ，A < cfa), URC 在 a 中 无 界 保证 我 们 可 以 得 到 这 样 的 序 
列 。 令 此 序列 的 上 确 界 为 5， 则 由 于 C 是 闭 集 ，6 e C， 又 因为 cf(6) =X, 
所 以 5 € EX. 口 


6.2.17. 注 当 a > Ni 时 ,根据 以 上 命题 6.2.16，Es 和 Ee 是 不 相交 的 平 
fay, Alt, El 和 一 Ee 都 不 是 无 界 闭 集 ， 所 以 a 上 的 无 界 闭 滤 不 是 
超 滤 。 如 果 a = Ni ， 要 证 明 a 上 的 无 界 闭 滤 不 是 超 滤 就 需要 选择 公理 ， 而 
且 这 种 对 选择 公理 的 依赖 是 必须 的 ， 因 为 命题 “Ni 上 的 无 界 闭 滤 是 超 滤 ” 
与 ZF 是 一 致 的 。 


6.2.18. 命题 对 任意 不 可 数 正则 基数 k, wR (Xe |& < k) 是 非 平稳 集 的 序 
列 ， 则 Jec Xe 仍 是 非 平稳 集 。 即 ，Tws(k) 关于 对 角 线 并 封闭 。 


证 明 . 对 任意 Xe, FE Ce 使 得 Xe Nn Ce =O, 令 C=ACe,， 则 C 是 无 界 
PASE (命题 6.2.11)。 令 X= JXe,， 显然 XX 几 nC = 0。 口 


在 本 节 剩 下 的 部 分 ， 我 们 证 明 索 洛 维 (Robert Solovay) 的 一 个 重要 结 
论 。 首 先 证 明 一 个 重要 的 定理 一 一 福 道 尔 (Géza Fodor) 定理 ， 除 了 在 索 洛 
维 定理 中 需要 用 到 ， 它 还 有 很 多 应 用 。 
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6.2.19. 定义 定义 在 序数 的 集合 S 上 的 函数 f 如 果 满 足 对 任意 非 0 的 
acs, RA f(a) < a， 就 称 f 是 退缩 的 。 


6.2.20. 定理 (ER) 任 取 不 可 数 正则 基数 jk， 平稳 集 5S Ck， 如 果 了 是 
定义 在 S 上 的 退缩 函数 ， 则 存在 平稳 集 TC 56 和 序数 y< k 使 得 对 任意 
QE T, f(a) = Yo 


WEAR. 反 设 对 任意 7 < x, 集合 A, = {ae5 | fla) =7} 都 不 是 平稳 集 。 
对 每 一 7 < kx， 存在 无 界 闭 集 C, ANC = 10， 即 对 任意 ae 5 nn o,， 
fla) Zye £ CO = Ay, Macc 当 且 仅 当 对 任意 7 <a, acC, 也 
就 是 说 ， 对 任意 y < wa，j(a) 六 7， 这 意味 着 对 任意 weEC，j(a) > a. Æ 
BC 是 无 界 闭 集 ， 所 以 SnC 关 0, 但 所 有 属于 5S 的 a 都 有 f(a)<ac F 
盾 。 口 


6.2.21. 引 理 令 S 是 不 可 数 正则 基数 k 上 的 平稳 集 。 定 义 TC5 为 


T = {a € S | cf(a) = w V (cf(a) > w^ 


(6.13) 
Sna 不 是 a 上 的 平稳 集 )}， 


则 全 是 上 上 的 平稳 集 。 


证 明 . 任 取 EMAAR C， 我 们 证 明 CAT 不 空 。 注 意 到 ，C 的 所 
有 极限 点 的 集合 Cl = {E< |& 关 0 和 sup(Cné)= 也 是 无 界 闭 集 (5| 
理 6.2.4)。 取 j= min(C' N S), WR cfu) =w， 则 je T。 如 果 cfu) 不 
WK, 注意 是 C 的 极限 点 ， 还 是 根据 引 理 6.2.4，C' mn/ 是 上 上 的 无 界 闭 
R, HF u 是 C'N5s 的 最 小 元 , 所 以 (C’np)A(Sny) =0, BB (Snp) 
不 是 p 上 的 平稳 集 , je TT。 口 


6.2.22. 引 理 令 k 是 不 可 数 正则 基数 ，K = {[y<n|y 是 极限 序数 }， 
SCK 是 kk 上 的 平稳 集 。 如 果 对 任意 Qa Ee 5S，f。 是 a 中 递增 的 共 尾 
序列 ， 并 且 是 连续 的 ， 则 以 下 二 者 必 有 一 真 : 


(1) ”存在 nm < kk， 对 任意 & < 
Se = {a € S | n € dom(fa) A fa(n) = E} (6.14) 
是 kh 上 的 平稳 集 ; 
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(2) EEr 上 的 无 界 闭 集 C， 对 任意 Ya €C CNS, y< a BA 
Y = faly)e 


证 明 . 假设 (1) 不 成 立 ， We <K, THEE, < A 和 无 界 闭 集 C, 使 
得 Cn N Se, = 了。 这 实际 定义 了 一 个 函数 g: r> n EE gl) = En S 


C = {E € AncnCy | gE] CEAE 是 极限 的 } ， (6.15) 


容易 看 出 ， 如 果 令 D={E< «| gE] CE}, 则 C= Ancr DNK. AJ 
题 6.3.16，D 是 无 界 闭 集 ， 所 以 显然 C 是 无 界 闭 集 。 

考虑 a,y € CNS, 并 且 ?7 < ao HF a € Ac<scy， 因 此 对 任意 
<= Qs; & E Chs ha g Se, (ALA Cr N Se, = 0) 根据 Se, 的 定义 ， 对 
TER n €yNdom(fa), faln) < éno MA, HP ye D, Alt gh] cy, 故 
En < yo WR dom(fa) Cy, Ab ran(fa) Cy 就 在 a 中 有 界 ， 与 假设 矛盾 ， 
所 以 一 定 是 y € dom(fa)o 
由 于 是 极限 的 而 f 是 连续 的 , 因此 fally) = sup {fli E< 7} <7, 
而 fo 是 递增 的 蕴涵 fal) 2ye RE, fal) =7，(2) 成 立 。 口 


[aay 


6.2.23. 定理 (RRE) 对 任意 不 可 数 的 正则 基数 k, r 上 的 任 一 平稳 集 都 是 
k 个 互 不 相交 的 平稳 集 的 并 。 


WEAR. 假设 S 是 < 上 的 平稳 集 。 定 义 T 了 C5 为 
T={a€S$|cfa) = w V (cf(a) > wASNa 不 是 a 上 平稳 集 )}。 (6.16) 


根据 引 理 6.2.21， T 是 平稳 集 。 不 难看 出 ， 我 们 只 需 证 明 了 可 以 划分 为 < 
个 不 相交 的 平稳 集 。 
任 取 ae To WR cf(a) > w, 则 由 定义 ，Snea 不 是 a 上 的 平稳 集 。 因 
此 , 根据 引 理 6.2.5 (2) ,存在 一 个 连续 递增 的 共 尾 序列 fa, HER Ca 是 a 
中 的 无 界 闭 集 ， 并 且 与 Sna 相交 为 空 ， 所 以 CaNT =0。 如 果 cf(a) =w, 
今 gaiw 一 a 为 严格 递增 的 共 尾 序列 ， 并 且 定 义 fo(n) =go(n) +1, M fa 
的 值 域 Ca ST 相交 为 空 。 这 样 ， 我 们 证 明了 对 任意 a e T, FE a 中 的 
连续 递增 的 无 界 序列 fa, HERS T 相交 为 空 。 
S C 是 与 了 相交 不 空 的 无 界 闭 集 ， 则 CnaT 是 平稳 集 ， 如 果 存 在 
a,y onan. 使 得 7 < a 并 且 f(y) =v, W ranfanT 40, XE, Al 
此 引 理 6.2.22 中 的 (2) 不成立。 所 以 存在 mn < rk， 使 得 对 任意 E< K, 5| 
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理 6.2.22 (1) 中 定义 的 Se 是 平稳 集 。 对 任意 a e T， 我们 定义 


= faln), a n € dom( fa); 
f(a) = 
0, 否则 。 


对 任意 非 零 的 E € wc, RA Te = {aeT|fle)>f} = 
{a E T |n € dom(fa) A faln) > E}, MUFRE. 

这 样 ， 我 们 定义 了 一 个 函数 站: 人 一 <， 并 注意 到 它 是 退缩 的 。 对 任意 
fen, 由 于 下 ET 是 平稳 集 ， 所 以 根据 福 道 尔 定理 ， 存 在 一 个 yx <r, 使 
F SHHT, 是 平稳 集 。 因 为 对 任意 we Te, f(a) >E, FELA ye >E, BI 
{Ye E< K} 在 k 中 无 界 又 由 于 对 任意 ,Yo < K, fn} re} = A, 
所 以 {F Hye} Te | E < n} 是 < 个 互 不 相交 的 平稳 集 的 族 。 口 


(6.17) 


6.3 习题 
6.3.1. WR F Æ S 上 的 滤 构 成 的 一 个 CH, WW UF 25 上 的 滤 。 


6.3.2. WR F 是 非 主 超 滤 ， 则 任意 X EF 都 是 无 穷 的 。 因 此 任何 非 主 超 滤 


6.3.3. WR F Æ S 上 的 滤 , TP ={xXcs|S-X¢F}, WFCF, 

并 且 F = F' HENA F EMW. 

6.3.4. 假设 X CS, 证 明 : 
(1) WR F&S EMMA XEF, 则 FNP(X) 是 X EME; 
(2) MRF Æ SEHERE X eF, 则 FNP(X) Æ X 上 的 超 滤 ; 
(3) WR FÆ X EMME, WF 能 扩张 为 9S 上 的 超 滤 。 


6.3.5. 假设 S 是 无 穷 的 ， 则 


(1) 存在 S 上 的 超 滤 F, SHER X €F, |X| = 15|。 这 样 的 滤 称 为 
S 上 的 均匀 超 滤 (uniform ultrafilter) ; 


(2) {F|F 是 5S 上 的 均匀 超 滤 } = {F|F Æ S EWIE) 当 
且 仅 当 S 是 可 数 的 。 
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6.3.6. © k 为 不 可 数 正 则 基数 ， 举 出 一 个 例子 ， 使 得 X = {C6 | a < k} 是 
k 上 的 无 界 闭 集 的 族 ， 而 站 和 X = $0, 但 是 AgenCa = Ko 


6.3.7. WRF Ya = {E€ Xa | E > a}, 则 AcsXa = AncnYoo 
6.3.8. A = (Leelee U {E | £ < a})o 
6.3.9. 证 明 不 存在 w 上 非 主 超 滤 F 使 得 F 对 对 角 线 交 封 闭 。 


6.3.10. WA S 是 无 穷 的 ,下 是 9 上 的 超 滤 ， 则 以 下 命题 等 价 : 
(1) FÆ EW, 
(2) {XCS|S-X BARK} CF; 
(3) F 的 元 素 都 是 无 穷 的 。 


6.3.11. WR S EZAM, M S 上 的 任何 非 主 超 滤 都 不 是 |5|+- 完全 的 。 所 
以 w 上 的 任何 非 主 超 滤 都 不 是 -完全 的 。 


6.3.12. WHR F Æ S 上 的 非 主 超 滤 ,并且 是 15|- 完 全 的 ， 则 F 是 均匀 超 滤 。 


6.3.13. 一 个 不 可 数 基数 k 是 可 测 的 当 且 仅 当 wx 上 存在 r 完全 的 非 主 超 滤 。 
证 明 任 何 可 测 基数 都 是 不 可 达 基 数 ， 即 ， 都 是 正则 和 强 极限 的 。 


6.3.14. WR F Æ S EMU, FFAS u= sup {r | F Æ r EH}, W y 
是 正则 基数 ， 并 且 F 是 j- 完 全 的 。 


6.3.15. 假设 S 是 无 穷 的 , FÆ S 上 的 超 滤 。 证 明 FF A 完 全 的 当 且 仅 当 
对 任意 7 < «和 任意 划分 (Xe | £ < T), BATE Xe € Fo i 


6.3.16. WR a > No 是 正则 基数 ， 并 且 f: ata 是 函数 ， 则 集合 
C={B<al|f[8] < 8} 是 a 上 的 无 界 闭 集 。 
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6.3.17. 假设 a 为 极限 序数 ， 则 : 
a) a 上 存在 一 个 序 型 为 cf(a) 的 无 界 闭 集 。 
(2) 如 果 4 是 一 集 极限 序数 ， 则 用 选择 公理 可 以 证 明 : 存在 序列 
(Calaca WE: Ca 是 a 上 的 序 型 为 cf(a) 的 无 界 闭 集 。 
6.3.18. {a < wi | w° =a} 是 wi 上 的 无 界 闭 集 。 
6.3.19. K 上 的 无 界 闭 集 都 是 平稳 集 。 


6.3.20. $ k 为 不 可 数 正 则 基数 ，5S <， 证 明 以 下 命题 等 价 : 

(1) S 是 平稳 集 ; 

(2) 对 任意 递减 国 数 f : 5S 一 上， 存在 序数 a < 上， 使 得 fla] 在 
中 无 界 。 


6.3.21. WR k 是 不 可 达 基 数 ( 它 当 然 是 不 可 数 正则 的 )， 则 集合 
[A < n | 和 是 强 极限 基数 } 是 < 上 的 无 界 闭 集 。 
6.3.22. WR k 是 最 小 的 不 可 达 基 数 ， 则 集合 
{A < «| 入 是 强 极 限 的 奇异 基数 } 
是 < 上 的 无 界 闭 集 。 


6.3.23. 假设 k 是 第 a 个 不 可 达 基 数 ， 而 a < k, WA X = 
[A < K | 和 是 正则 的 } 不 是 < 上 的 平稳 集 。 


6.3.24. 一 个 无 穷 基数 k 是 马 洛 基 数 (Mahlo cardinal) 当 且 仅 当 k 是 不 可 
达 的 并 且 {< «| 入 是 正则 基数 } 是 < 上 的 平稳 集 。 如 果 s 是 马 洛 基 数 ， 
则 {A < «| 入 是 不 可 达 基 数 } 是 x 上 的 平稳 集 ， 因 此 s 是 第 个 不 可 达 基 
数 。 


6.3.25. MA < = min {和 | 入 是 第 和 个 不 可 达 基 数 }, 证明 上 不 是 马 洛 基数 。 


6.3.26， 如 果 k 是 马 洛 基数 ， 则 集合 {A < < | 和 是 第 A 个 不 可 达 基数 } 在 « 
中 无 界 。 
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实 无 穷 源 于 3 种 情形 : 首先 ， 当 它 在 绝对 独立 的 超自然 世界 
中 ， 在 神 性 中 中， 以 最 完满 的 形式 实现 时 ， 此 时 我 称 之 为 绝对 无 
穷 或 直接 称 为 绝对 ; 其 二 ， 当 它 出 现 于 变动 不 拘 的 造化 世界 中 ; 
其 三 ， 当 它 在 观念 中 被 心灵 把 握 为 一 个 数学 量 ， 一 个 数 ， 或 序 型 。 


格 奥 尔 格 。 康 托 


连续 统 问 题 一 直 困 扰 着 康 托 ， 他 认为 自己 可 以 证 明 连 续 统 假设 CH, 
但 始终 没有 成 功 。 而 以 下 的 结果 可 能 会 出 乎 康 托 的 预料 : CH 和 CH 的 否 
定 都 不 是 ZFC 的 定理 ， 这 就 是 哥 德 尔 和 科恩 的 工作 ， 通 常 把 它们 总 结 为 


连续 统 假设 CH 是 独立 于 ZFC 的 。 


7.1 又 一 点 数理 逻辑 


要 在 ZFC PEH “ZFC 不 能 证 明 CH”， 这 就 需要 在 ZFC 内 谈论 
(作为 数学 对 象 的 )“ 证 明 ” 这 一 概念 ， 而 这 又 涉及 公式 、 语 句 、 理 论 、 一 致 
性 等 等 ， 这 些 都 是 “元 理论 ”中 的 概念 。 前 面 (1.2 节 ) 中 我 们 提 到 ， 元 理 
论 不 能 完全 形式 化 到 对 象 理论 中 ， 它 的 边界 是 模糊 的 ， 但 好 在 上 述 概 念 都 
是 严格 有 穷 的 ， 可 以 看 作 数 学 对 象 ， 从 而 可 以 “形式 化 ”到 对 象 理 论 中 。 还 
是 在 1.2 节 中 ， 我 们 已 经 看 到 发 展 这 些 概 念 只 需要 初等 数论 的 一 些 片段 ， 而 
四 英文 为 “in Deo”， 这 里 译 为 “ 神 性 *。 又 据 维基 百科 ，Deo 是 指 希腊 女神 德 墨 忒 耳 (Demeter)， 是 


传说 中 的 大 地 与 丰收 女神 。 此 处 意思 令 人 想起 《老子 > 中 的 “ 谷 神 ”:“ 谷 神 不 死 ， 是 谓 玄 物 ; 玄 牧 之 门 ， 
是 谓 天 地 根 。” 
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第 三 章 中 我 们 证 明 在 ZFC 内 可 以 发 展 包括 数论 在 内 的 几乎 全 部 经 典 数学 
理论 ， 所 以 以 上 概念 在 ZFC 内 表达 是 没有 问题 的 。 接 下 来 我 们 更 详细 说 明 
这 一 点 。 

首先 ， 自 然 数 这 一 概念 是 元 理论 和 对 象 理论 所 共有 的 。 为 了 区 分 它们 ， 
我 们 采用 类 似 引 号 的 记 法 : 


ng B EA NL 


表示 形式 理论 中 的 自然 数 。 

我 们 已 经 知道 公式 、 语 句 都 可 看 作 自 然 数 ， 所 以 ， 如 果 yp 是 公式 ， 则 
ro 表示 对 象 理论 中 对 应 的 那个 自然 数 。 由 于 从 ZFC 出 发 的 一 个 证 明 是 
公式 的 一 个 有 穷 序 列 : (yp1,.… ,pn)， 而 且 是 递归 的 ， 所 以 “证 明 ” 也 可 看 
作 是 一 个 自然 数 ， 假 设 D 是 这 样 的 证 明 ， 则 D 是 形式 理论 中 对 应 的 那 
个 自然 数 。 

我 们 一 直 强 调 这 些 将 被 形式 化 的 概念 是 递归 的 ， 是 因为 递归 的 概念 能 
在 数论 的 一 个 片段 中 ， 因 而 也 能 在 包含 这 样片 段 的 任何 理论 中 “表示 ”出 
来 。 


Fy 
5 Wont 


7.1.1. 定理 wWRRAGRRKEH—AHi€ 3H n 元 关系 , 了 是 包含 数论 片段 
的 适当 丰富 的 理论 ， 则 存在 公式 (T1, ,Tn)， 对 任意 自然 数 m, ,man， 
如 果 (mi, ,mn) E€ RW TE elrra , ma ); 
如 果 (ii Mn) ¢ R, 则 Tr n(m, I Mn ')o 


此 时 我 们 称 “y FET 中 表示 关系 R”, 8 “RET PETER, A 
HEER RET P “IE”. O 


7.1.2. 注 我 们 今后 讨论 的 理论 都 是 “适当 丰富 的 ”， 即 有 关 元 理论 的 句法 
概念 都 可 在 此 理论 中 表示 出 来 。 例 如 ,，“y 是 一 个 公式 ”在 ZFC 中 是 可 表 
示 的 ， 即 存在 一 个 公式 yl), Vp) 表示 y 是 一 个 公式 。 或 严格 地 说 : 
因为 自然 数 集合 N 的 一 个 子 集 FORM = {T0 | p 是 一 个 公式 } 是 递归 的 ， 
所 以 存在 公式 y(r), EWR o e FORM, WW ZFC A yg), wR 
rog FORM, W ZFC F (go). At, 集合 


PROOF = {"D"| D 是 ZFC 中 的 一 个 证 明 } (7.1) 
四 注意 与 在 模型 中 可 定义 相 区 分 。 
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也 是 递归 的 ， 因 此 是 可 表示 的 。 

回忆 下 “理论 T 是 一 致 的 ”这 个 定义 ， 即 : 不 存在 一 个 有 穷 的 公式 序 
列 D = (2 Pn) (E1 万 是 一 个 人 中 的 证 明 并 且 这 一 证 明 的 最 后 一 个 
公式 pn FEM Amp. IX, MIRAE T 是 可 pisses ( 它 的 公理 集 是 递 
归 的 ), 我 们 就 可 以 有 一 个 形式 语言 中 的 公式 表达 “TT 是 一 致 的 ”这 一 命题 ， 
今后 我 们 记 为 Con(T)。 

所 谓 哥 德尔 第 二 不 完全 性 定理 就 是 说 : 


7.1.3. 定理 如 果 亿 是 包含 ZFC 公理 的 一 个 递归 公理 集 ， 并 且 是 一 致 的 ， 
则 
T 7 Con(T)。 (7.2) 
特别 地 ，ZFC Con(ZFC). 
男 一 个 需要 提 到 的 数理 逻辑 概念 是 “模型 M 满足 公式 go 
合 论语 言 的 一 个 结构 (M, 五 ) 指 的 是 一 个 集合 M 及 其 上 的 一 个 二 元 
KARE, KH E 通常 就 是 集合 的 属于 关系 e。 多 数 情 况 下 我 们 用 M 表 
示 (M,E), MAME KA 。 对 任意 集合 论语 言 的 公式 gp(z1,… ,zn)，M 
满足 y 是 说 : 存在 M 中 的 元 素 a1,… ,a,， 如 果 把 自由 变 元 z1,… ,zx 指 
派 为 a1,… ,an， 把 yp PIS “ce” REN E, WW yp 成立。 显然， 这 一 概 
念 可 以 通过 对 公式 归纳 而 递归 地 定义 。 通 常 我 们 以 “AM E yla1,… an)” K 
示 满 足 关 系 。 特 别 地 ， 如 果 o 是 不 含 自由 变 元 的 语句 ， 则 直接 记 作 M Eo, 
此 时 称 M 是 o 的 模型 或 c EM PAB. WRT 的 所 有 语句 都 在 M 
HAH, WRK “MET AR”, IPE M FT。 
数理 逻辑 中 的 哥 德 尔 完 全 性 定理 就 是 说 : 


7.1.4. 定理 对 任意 可 公理 化 的 理论 了 ， 
Con(T) 当 且 仅 当 存在 模型 M，(M FT)。 (7.3) 


结合 不 完全 性 定理 , 我 们 不 能 在 ZFC 内 证 明 ZFC 存在 一 个 模型 ， 这 
对 我 们 是 一 个 巨大 的 限制 。 


7.1.5. 定义 假设 (M, Em) 和 (N, En) 是 集合 论 的 模型 ， 


(1) 如果 对 任意 语句 o, Mko 当 且 仅 当 No， 则 称 M 与 N 初 
等 等 价 ， 记 作 M=N; 
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(2) 如 果 存 在 M FIN 的 双 射 f : MON 满足 :对 任意 的 a,be M, 
aEyb 当 且 仅 当 f(a)Enf(b)， RÉ f È Ma N OB, 4 f: MEN, 
有 时 不 须 特别 注 明 f， 则 记 作 MSN ; 

(3) 如 果 JM CN 并且 Em = En | M， 就 称 M ZN 的 子 模型 it 
作 MCN; 

(4) 如 果 单 射 f : M 一 NN 使 得 M AAF N 的 一 个 子 模 型 ， 并且 满 
足 : 对 任意 公式 p(T1,… ,Zn)， 对 任意 dl ,an EM, M E glar an] 
当 且 仅 当 NE ylf(ai),---,f(an)], RE f 2M 到 NN MMSRA, ie 
f:M <N， 更 多 时 候 简单 记 作 MXN; 

(5) 如 果 JM 本 身 是 N 的 子 模型 且 M 上 的 等 同 函 数 idiy 是 M 到 
N 的 初等 嵌入 ， 则 称 M AN 的 初等 子 模型 ， 这 在 同 构 的 意义 上 与 初等 谋 
入 是 一 个 意思 ， 所 以 也 记 作 M < N。 


7.1.6. 练习 假设 (M, Em) 和 (N, En) 是 集合 论 的 模型 ， 
a) WR: MEN, WW f:M<N; 
(2) 如 果 M<N, WM=N; 


(3) M<N 并 且 N<L, 则 M <L; 


(4) 如 果 M<L 并 且 N<L 并 且 MCN, 则 M <N。 


以 下 引 理 告诉 我 们 如 何 构 造 模 型 N 的 初等 子 模型 。 


7.1.7. 引 理 假设 N 是 集合 论 模型 ，M C N 是 N HFK, 则 M <N 当 且 
仅 当 对 任意 公式 Y(T, £1, ,Tn)， 任意 (a, ,an) E AM， 如 果 存 在 weE N 
使 得 NE yp[a,a1,… ,an]， 则 存在 ae M 使 得 ME yla,ai,:… ,an]。 


证 明 . 充分 条 件 的 方向 容易 证 明 : 假设 对 任意 (ay,--- ,an) © M， 存 在 
ae 使 得 Foeloa ,an], WA N E Iroja- ,an, 由 于 AM<N， 
所 以 ME 3zpfla ,an]， 即 ， 存 在 aeM，MFwlaa ,an]。 

必要 条 件 的 方向 则 可 以 对 公式 归纳 得 到 。 不 含量 词 的 情况 是 显然 
的 。 对 于 形 如 3zw(z,z1,… ,zn) WA, 假设 对 任意 a,- ,an € M, 
M F 3zy[a1)… ,an]， 即 存在 a € M, ME plaa ,an]， 因 为 
M C N, 所 以 ae N， 由 归纳 假设 ，N 上 glam,- ,an]; RZ, 
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如 果 对 任意 al ,an E M, N E 3zyp[a1,… ,an]， 则 存在 a EN, 
NFolaai , an], 根据 题 设 ， 这 蕴涵 存在 a€ M， M F yla,a1,.… ,an], 
BD M E 3zplal, ,an]。 oO 


7.1.8. 定义 假设 (M, E) 是 集合 论 模型 ， 


(1) 对 任意 公式 p(T, 21, ,Tn)， 称 M 上 的 nABK A, 为 p 
的 司 寇 伦 函 数 如 果 : 对 任意 a1,… ,an E M， 若 存在 ae M 使 得 
M F gfa,ai,--- an], BMF p[ho(a1, +- ,Qn),Q1,… ,Qnj。 注 意 ， 这 一 定 
义 需 要 选择 公理 。 


(2) SH={h,|y 是 集合 论语 言 的 公式 } 为 司 寇 伦 函 数 的 集合 ，S 
是 M 的 任意 子 集 ， 则 H(S) 表示 包含 8 的 并 且 对 3{ 封闭 的 最 小 集合 ， 称 
为 5 HABER. 


不 难 证 明 ， 某 一 子 集 的 司 寇 伦 壳 是 所 在 模型 的 初等 子 模型 。 


7.1.9. 引 理 +N 是 集合 论 模型 ，9 是 N HTK, 如果 M 二 H(S) 是 5 
yee se, MMN. 


WEAR. 任 取 形 如 y(z,z1,… ,zn) 的 公式 ， 假 设 对 任意 aan E€ M, 
存在 we N,N E pja, an] K p HA BERR ho, W 
N E ylhy(a1,… ,Qn),Q1,… ,Qn]。 由 于 M 是 对 hs 封闭 的 ， 所 以 a = 
hs(a1,… ,Qn) E M， 即 存在 ae M，M 上 yla,ai,… ,anj。 根 据 引 理 
7.1.7, M<N。 EJ 


7.1.10. 洛 文海 姆 - 司 寇 伦 定 理 假设 N 是 集合 论 模 型 并 且 是 无 穷 的 ， 则 存 
在 一 个 模型 M 满足 : |M| = 中 并 且 M < N。 


证 明 . 任 取 至 多 可 数 的 集合 SC N, 令 M =H) A S 的 司 寇 伦 壳 。 由 引 
理 7.1.9, M < No 考察 M 的 基数 , |M| = |S) Llw, 其 中 L| 是 集合 论语 
言 的 基数 ,也 就 是 集合 论语 言 的 公式 数量 , 它 是 可 数 的 , 所 以 |M| =w。 O 


最 后 提醒 读者 注意 : 以 上 对 模型 的 定义 中 ， 我 们 要 求 论 域 M 是 集合 。 
事实 上 我 们 也 可 以 讨论 论 域 M 是 真 类 的 情况 。 
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7.2 BANA 


在 本 节 , 我 们 工作 于 “ZF-” 中 ， 即 ZF 减 去 基础 公理 。 这 意味 着 本 节 
的 定理 都 是 ZF 的 定理 ， 本 节 的 定义 都 可 在 ZF 中 表示 。 


7.2.1. 注 从 本 节 开 始 ， 我 们 会 特别 注意 明确 “工作 于 ”哪个 理论 中 ， 这 是 
相对 一 致 性 证 明 的 需要 。 例 如 ， 我 们 要 证 明基 础 公理 是 相对 于 其 他 公理 一 
致 的 ， 那 就 不 能 再 工作 于 以 基础 公理 为 公理 的 理论 中 。 有 时 为 了 强调 某 个 
定理 或 定义 所 依据 的 理论 ， 例 如 ZEF- ， 我 们 会 在 这 个 定理 或 定义 后 面 用 
(ZE-) 表示 出 来 。 类 似 地 ，ZEF- — Pow 则 表示 工作 于 ZF 中 而 没有 用 到 
需 集 公理 。 我 们 有 时 强调 某 个 定理 或 定义 没有 使 用 某 个 公理 还 有 另 一 个 原 
Al: 在 一 个 弱 的 系统 中 可 做 的 东西 在 所 有 更 强 的 系统 中 皆 可 做 。 


7.2.2. 定义 对 任意 a， 我 们 递归 定义 序列 Va 如 下 : 
(1) WW=0; 
) Wa= PCY) i 
G) 对 任意 极限 序数 A， 仅 = Use Veo 

同时 我 们 还 定义 


WF= |] Vao (7.4) 


aEOn 
这 样 定义 的 WE 是 一 个 真 类 ， 它 是 否 就 是 集合 宇宙 VAS? 它 的 
很 多 性 质 似乎 在 暗示 确实 如 此 。 
7.2.3. 引 理 对 任意 序数 Q, 
(1) Va 是 传递 的 ; 
(2) w#RE<a, M VC Va; 
(3) 如果 是 不 可 达 基 数 ， 则 |V.| = ko 


WERA. 为 证 明 (1) 和 (2)， 对 a 应 用 超 穷 归纳 。 假 设 所 有 的 8 < a 都 成 
立 ， 我 们 证 明 a 也 成 立 。 共 有 3 种 可 能 的 情况 : 
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© a=O0 F}, (1) 和 (2) 都 平凡 成 立 ; 

。 a 是 极限 序数 。(2) 由 定义 显然 成 立 ; 而 由 于 传递 集 的 并 仍然 是 传递 
集 ， 所 以 (1) 也 成 立 ; 

。aw 一 8+1。 由 于 Vg 是 传递 的 ， 因 此 P(Va) 也 是 传递 的 ， 并 
E. Va CP(Vs)。 所 以 (1) 和 (2) 都 成 立 。 

对 于 (3) ， 首 先 注意 到 e < Veo BTF s 是 不 可 达 的 ， 利 用 归纳 可 以 证 
HA: 对 任意 a < <，|W| < |x|, AEA [Ve] = |U。 Val < Ko 口 

WR ze WF, MARE a, re Va, HH a 中 最 小 的 一 个 一 定 是 
后 继 序数 ， 所 以 我 们 有 如 下 定义 : 


7.2.4. 定义 对 任意 集合 ZE WF，Z 的 秩 rank(z) 定义 为 使 得 z 属于 TH 
的 最 小 的 B, Bp 
rank(x) = min {8 | £ € Va4i} o 


TZ, WR rank(z) =a, M £ C Va, £ € Va, HAMNER 7 > a, 

z E 人， 见习 题 7.10.2。 
7.2.5. 引 理 以 下 命题 成 立 : 

GQ) V= {re WF|rank(zr) <a}; 

(2) WF 是 传递 的 ， 即 ， 对 任意 VE WF, wR rey, Mee wF; 

(3) 对 任意 z, VE WF, wẹ rey, 则 rank(z) < rank(y) ; 

(4) 对 任意 VE WF, rank(y) = sup {rank(z) +1] 2 €y} 
证 明 . 习题 7.10.3。 口 


以 上 引 理 表明 ，WFE 中 的 集合 按照 秩 分 层 ， 每 一 集合 的 元 素 都 出 现在 
这 个 集合 下 面 的 层次 中 ， 而 下 层 的 集合 都 包含 在 上 面 的 层次 中 ， 类 似 于 一 
个 漏斗 形 。 我 们 把 这 样 的 结构 称 为 “ 层 人 驹 的 谱系 ”(cumulative hierarchy) , 
见 图 7.1。 更 为 重要 的 是 ,在 WF 中 ,不 存在 zx， 使 得 x € z， 因 为 那样 的 
话 就 会 有 rank(z) < rank(z)， 同 样 也 不 会 有 属于 关系 的 无 穷 下 降 链 。 这 实 
际 上 是 说 基础 公理 在 WF 中 是 成 立 的 。 注 意 ， 我 们 构造 WF 并 未 用 到 基 
础 公理 。 接 下 来 的 引 理 表明 ， 所 有 的 序数 都 在 WE 中 ,并且 它 的 秩 就 是 其 
本 身 。 
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图 7.1: WE 


7.2.6. 引 理 假设 a 为 任意 序数 ， 


(1) aeEeWE 并 且 rank(a)=a; 


(2) VzanOn=a, 
证 明 . 对 于 (1) ， 可 用 归纳 法 ; (2) 可 由 (1) 简单 推出 。 口 
WE 不 仅 包 含 所 有 的 序数 ， 而 且 对 所 有 集合 论 的 运算 封闭 。 实 际 上 ， 


wy 


7.2.7. 引 理 以 下 命题 成 立 : 


(1) 假设 zeWE， 则 Us, P(r) AR {r} 属于 WF， 并 且 它 们 的 
秩 都 小 于 rank(z) 十 w ; 
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(2) wRayeWwF, Maxy, cUy, Ny, {x,y}, (x,y), x” 都 
属于 WE， 并 且 它 们 的 秩 都 小 于 rank(z) + rank(y) + w ; 


(3) 整数 2， 有 理 数 Q@ 和 实数 及 都 属于 VG: 


(4) 对 任意 集合 oc, re WF SERS rc WF。 
证 明 . 证 明 十 分 直接 ， 我 们 留 给 读者 作为 习题 7.10.4。 Oo 


既然 整数 、 有 理 数 、 实 数 都 属于 WF， 这 就 暗示 我 们 WF 足够 丰富 ， 
所 有 数学 都 可 在 其 中 进行 。 而 下 面 的 引 理 则 部 分 证 实 了 这 一 点 : 
7.2.8. 引 理 假设 选择 公理 成 立 ， 则 

(1) 对 任意 群 G， 存 在 WF 中 的 群 G' 与 G 同 构 ; 

(2) 对 任意 拓扑 空间 T, AE WE 中 的 拓扑 空间 T 5T BAR, 


证 明 . 假设 G 为 群 ， 则 存在 a, |Gl=ac MR f :a 一 G 是 双 射 ， 我 们 定 
Ma 上 的 二 元 运算 . A: x-y =z SHAH f(z) .ec f(y) = f(z)。 单 位 元 e 
为 满足 f(r) = ec 的 唯一 的 zx。 这 实际 上 定义 了 与 G 同 构 并 且 属 于 WE 的 
一 个 群 。 拓 扑 空间 了 的 情况 类 似 ， 见 习题 7.10.5。 口 


7.2.9. 定义 任意 集合 4 上 的 二 元 关系 < 是 良 基 的 ， 当 且 仅 当 对 4 的 任意 
FFR X, XA < 下 的 极 小 元 。 


显然 ， 良 基 关 系 是 良 序 关系 的 推广 ， 如 果 一 个 二 元 关系 是 线 序 ， 则 它 
是 民 基 的 当 且 仅 当 它 是 良 序 的 。 


7.2.10. 定理 如 果 AeWF,， 则 EE 是 A 上 的 良 基 关系 。 


证 明 . 假设 X 是 A 的 非 空 子 集 。 W a = min {rank(y) |y € X}, W X P 
任意 秩 为 a 的 元 素 ， 都 是 e 关系 的 极 小 元 。 口 


不 过 ， 我 们 不 能 证 明 以 上 命题 的 逆 命 题 成 立 。 因 为 不 能 排除 存在 这 样 
的 集合 : z= {y}, 而 y= {z}, FH r#y. 显然 yg& WF, 但 < 在 yy 上 
是 良 基 的 ， 因 为 它 是 个 空 关 系 。 好 在 我 们 有 以 下 命题 : 
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7.2.11. 引 理 如 果 A 是 传递 集 并 且 E 是 4 上 的 良 基 关 系 ， 则 A E WF。 
WER. 假设 4g& WF, Jl) AZ WF. RX = A-—WF, Jl) X CAFES. 
Rx H ehr, WR yer, Wye xX. (AAT A 是 传递 的 ， 所 以 
y € Ao IMAMA y € WF, 所 以 zxC WF, 因此 zeWE, Sree x 
盾 。 口 


以 上 命题 使 我 们 引入 “传递 闭 包 ”的 概念 显得 十 分 自然 。 


7.2.12. 引 理 对 任意 集合 xy， 存在 一 个 最 小 的 传递 集 trcl(z) 使 得 x CC 
trcl(z)。 
证 明 . 对 任意 <w 递归 定义 ra WF: 


To =T; 


Taipi = L Jen ， 
WW trcl(z) = Uncu zn 就 是 所 求 的 集合 。 首 先 它 是 传递 的 : 对 任意 yetrcl(z)， 
存在 n <w 使 得 yezn， 因 此 y C Urn = Tny C trcl(z)。 其 次 假设 M 是 
传递 集 上 且 z CM, WR rn CM, BOM 的 传递 性 可 得 zi C M。 根 据 归 
纳 法 ， 对 任意 n<w, tn C M， 再 次 使 用 M 的 传递 性 ，trcl(z) C M。 这 
就 证 明了 trcl(z) 是 包含 x 的 最 小 传递 集 。 口 


对 任意 集合 zx， 以 上 定义 的 trcl(z) 称 为 r 的 传递 闭 包 。 


(7.5) 


7.2.13. 引 理 以 下 命题 成 立 ， 而 且 它 们 的 证 明 不 依赖 于 需 集 公理 : 

(1) ”如果 工 是 传递 的 ， 则 trel(x)=2; 

(2) R yer, A] trcl(y) C trel(x) ; 

(3) trcl(z)= x UU {trel(y) | y € z} 
证 明 . (1) 是 平凡 的 。 

(2) yea 蕴涵 yy C Uz C trel(x)o 

(3) x Ctrcl(z) 并 且 由 (2) A Ul{trel(y) | y €r} C trel(x), PRL 
等 式 右边 是 trcl(z) 的 子 集 。 另 一 方面 ， 等 式 右边 是 传递 集 并 包含 r, W 
trcl(z) 是 它 的 子 集 。 

口 
我 们 在 ZF 中 可 以 证 明 : 
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7.2.14. 定理 对 任意 集合 X, UP RMF: 


a) XeWF; 

(2) trel(X) € WF; 

(3) 算是 trcl(X) 上 的 良 基 关 系 。 
证 明 . (1) > (2)。 我 们 构造 trcl(X) 只 递归 运用 了 并 运算 ， 而 WE 
对 并 运算 封闭 ， 所 以 trcl(X) € WF。 

(2) => (3)。 由 定理 7.2.10。 

(3) = (2)。 引 理 7.2.11。 

口 


我 们 有 很 强 的 直观 认为 ZF 的 公理 在 WF 中 都 是 真 的 ， 因 为 WE 对 
集合 上 的 运算 都 是 封闭 的 。 另 外 ， 我 们 已 经 给 出 很 多 证 据说 明 全 部 具体 的 
数学 都 可 以 在 WE 中 发 生 ， 这 就 很 容易 去 作 如 下 假定 : WE 就 是 集合 的 宇 
H V。 说 是 假定 ， 我 们 当然 不 一 定 要 真 的 认为 V 就 是 WE。 即 便 真 的 如 
此 ， 我 们 也 有 进一步 的 疑问 ， 因 为 WF 自身 的 结构 也 很 不 清楚 。CH，AC 
在 WF 中 是 否 为 真 也 无 从 确定 。 不 过 以 下 定理 说 明 ， 只 要 我 们 接受 ZF， 
我 们 一 定 会 接受 V = WE. 


7.2.15. 定理 在 ZE 中 可 以 证 明 以 下 命题 等 价 : 
(1) 基础 公理 ; 
(2) 对 任意 集合 X，E 是 大 上 的 良 基 关 系 ; 
(3) V=WF. 


证 明 . 根据 良 基 的 定义 ，(1) > (2) 是 平凡 的 ; WR e 是 任意 X 上 的 良 
HKR, RI, c 是 trcl(X) 上 的 良 基 关 系 ， 应 用 定理 7.2.14， 任 意 集合 
的 传递 闭 包 属于 WF， 所 以 任意 集合 属于 WF, Bi (2) => (3), ， 即 所 有 集 
合 都 属于 WE; 应 用 定理 7.2.10， 如 果 所 有 集合 都 属于 WF， 则 e 是 任何 
集合 上 的 良 基 关系 ， 而 这 就 是 基础 公理 要 说 的 ， 所 以 (3) > (1)。 口 


前 面 提 到 ， 从 直观 上 看 ，WF 是 ZF 的 模型 ， 但 要 想 严 格 证 明 这 一 点 
还 需 很 多 工作 。 这 包括 确定 “WF 是 ZF 的 模型 ”这 个 短语 的 含义 。 
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7.3 相对 化 


本 节 仍 工作 于 ZF 中 。 有 些 定 理 ， 例 如 定理 7.3.4， 需 要 特别 提示 读者 
是 在 ZF” 中 证 明 的 ， 我 们 注 明 了 (ZF )。 


7.3.1. 定义 AM 为 类 ,而 yp 为 公式 ， 则 yp 对 M 的 相对 化 pM 递归 定义 
x: 

a) («=y)M 就 是 z=y; 

(2) (Zz EY)M HA wey; 

(3) (po 为 pM oy; 

(4) YMA nM ; 

(5) (Yzp)M A (Yr € M)wM。 

我 们 把 pM 读 作 “p TEM HR”, 这 是 ME 2p@ 的 集合 论 形式 。 它 是 

通过 把 yp 中 的 量词 限制 到 M 中 得 到 的 。 严 格 说 来 ，M 是 一 个 公式 M(v), 


而 (Yzp)M 实际 上 是 公式 Yz(M(z) 和 APM)。2M 是 “生活 在 M 中 的 数学 家 ” 
对 y 的 理解 ， 或 者 说 是 在 假定 V=M 下 ， g 的 意义 。 事 实 上 ，wvV = p。 


7.3.2. 注 
(1) ”其 他 逻辑 符号 的 相对 化 可 以 由 定义 得 到 ， 例 如 
(a) (pVw)M 就 是 pM Vv UM; 
(b) (PpAV)M 就 是 pM AWM; 
(c) (3zp)™ 为 (ar € MD)PM。 
请 验证 之 。 


(2) 对 于 引入 的 nw.- 元 函数 符号 上 ， 假 设 (zt EnEn) 为 定义 
它 的 公式 ， 我 们 以 


办 = { (zx1,.… sm Engi) eM | pM (z1, = ,区 ni (7.6) 


中 见 本 章 第 一 节 。 
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表示 f TEM 中 的 相对 化 。 这 当然 要 求 
M E Vzi.…VYznalzn+lip(z , En, Tn+1), (7.7) 


否则 fM 在 M 中 就 不 是 函数 了 。 事 实 上 ，fM 是 生活 在 M 中 的 人 对 的 
理解 。 由 于 空 集 这 样 的 定义 对 象 可 以 看 作 是 0- 元 函数 ， 所 以 


OM ={rEM|(r#z)™}. (7.8) 


7.3.3. 定义 对 任意 理论 了 ,任意 类 M，M 是 了 的 模型 ， 记 为 M FT， 当 
且 仅 当 对 人 的 每 一 公理 P，wPM 成 立 。 


7.3.4. 定理 (ZF) WF 是 ZF 的 模型 。 


为 了 证 明定 理 7.3.4， 我 们 工作 于 ZF 中 ， 逐 个 验证 ZF 公理 在 WF 
中 为 真 。 需 要 注意 到 ， 我 们 的 证 明 事实 上 更 为 一 般 : 我 们 将 讨论 每 条 公理 
在 某 一 模型 中 成 立 的 充分 条 件 ， 或 充分 必要 条 件 。 这 样 ， 今 后 需要 验证 ZF 
公理 在 某 个 模型 中 是 否 为 真 时 ， 只 需 验证 该 模型 是 否 满足 这 些 条 件 即 可 。 


e 存在 公理 注意 到 ， 对 任意 类 M，(3z(z = z))M 就 是 Jr € M(z = z)， 
所 以 这 条 公理 成 立 的 充分 必要 条 件 就 是 M 非 空 ， 所 以 存在 公理 在 WF 中 
真 。 


。 外 延 公理 对 任意 M， 这 条 公理 的 相对 化 为 : 
YX €e MYY c MWue M((ue X HucY) X=Y)。 (7.9) 
7.3.5. 引 理 如 果 M 是 传递 的 ， 则 外 延 公 理 在 M PA, 


证 明 . $ X,Y EM, Ki X Y, WHE we 六 ,但 是 u 4 Y (或 者 相 
反 )。 由 于 M 是 传递 的 , 所 以 ve M, MaueM-(ueXoueyY) O 


由 于 WF 是 传递 的 ， 因 此 以 上 引 理 表明 外 延 公理 在 WF 中 为 真 。 
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。 分离 公理 模式 对 任意 M， 对 任意 公式 y, 分离 公理 一 个 例 示 的 相对 化 
为 : 
VX €MSY € MYu €E M(uEY OueEXAyp™(u)). (7.10) 


因此 ， 如 果 对 任意 X eM, 集合 {uce X| pM(w)} 也 属于 M， 则 分 离 
公理 模式 就 在 M 中 真 。 这 个 条 件 验 证 起 来 比较 困难 ， 但 是 我 们 讨论 的 模 
型 经 常 具有 以 下 性 质 : 对 任意 X cM, X 的 所 有 子 集 也 在 M 中 ， 即 ， 
P(X) C M。 对 这 样 的 模型 ， 分 离 公理 总 是 真 的 。WEF 正 是 具有 以 上 性 质 
的 类 ， 所 以 分 离 公理 在 WF 中 真 。 


。 对 集 公理 显然 , 对 任意 M, 如 果 对 任意 x,y, z,y € M 蕴涵 {z,y} EM, 


则 对 集 公 理 在 M 中 成 立 。 根 据 引 理 7.2.7，WE 具有 以 上 性 质 ， 所 以 对 集 
公理 在 WE 中 为 真 。 


。 并 集 公 理 同样 ， 并 集 公 理 成 立 的 充分 条 件 是 如 果 X EM, 则 UXeM。 
同样 根据 引 理 7.2.7， 并 集 公 理 在 WF PAR. 


o FRODE 对 任意 M， 需 集 公 理 的 相对 化 为 


VX €M JY € M We M(ueY © (uC XM). (7.11) 


注意 到 (u C XM SIF Ww e M(v € u 一 veX)， 而 这 又 等 价 于 
uM C 多。 因此 ， 适 集 公理 的 相对 化 又 等 价 于 


VX € MJY € MYu € MlueY © (uNME X))o (7.12) 


如 果 M 是 传递 的 ， 则 对 于 we M, unM=u, Alt, mR xem, M 
(uC XM 当 有 上 且 仅 当 EX。 这 样 ， 需 集 公 理 的 相对 化 就 是 : 


VX € MSY € MYu € M(u €Y + (uC X))> (7.13) 


或 者 等 价 地 ， 

YX € MJY € M(Y = P(X)NM). (7.14) 
这 也 是 寡 集 公理 在 传递 模型 中 为 真 的 充分 必要 条 件 。 再 次 根据 引 理 7.2.7， 
对 任意 集合 X es WE，P(X) e WE， 并 且 P(X) =P(X)nWE， 所 以 寡 
集 公 理 在 WE 中 为 真 。 
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e 无 穷 公 理 直观 上 ,无 穷 公理 显然 在 WF 中 成 立 。 但 要 严格 证 明 ， 却 会 有 
一 些 技术 上 的 问题 。 无 穷 公理 中 使 用 的 空 集 和 后 继 函 数 ， 不 是 集合 论语 言 
的 初始 概念 ， 而 是 定义 引入 的 概念 。 而 相对 化 的 定义 则 是 针对 初始 公式 的 ， 
所 以 我 们 需要 验证 空 集 和 后 继 函 数 在 M 中 的 意义 是 否 就 是 我 们 直观 上 所 理 
解 的 意义 。 事 实 上 在 验证 需 集 公理 时 已 经 遇 到 这 个 问题 ， 子 集 就 是 通过 定 
义 引 入 的 关系 。 好 在 以 上 分 析 表 明 新 引进 的 关系 处 理 起 来 相对 容易 。 不 过 ， 
处 理 通 过 定义 引入 的 常量 和 函数 要 困难 的 多 ， 需 要 专门 讨论 ， 我 们 把 这 留 
到 下 一 节 。 


e 基础 公理 对 任意 M， 基 础 公理 的 相对 化 可 表示 为 : 
Vz € M((x #0)! > 3y e M(yexA(zNy=O)™)). (7.15) 


昌 然 这 也 包含 了 空 集 和 交 这 些 定 义 引 入 的 概念 ， 但 我 们 很 容易 地 可 以 将 以 
上 命题 重 写 为 : 


Va € M(3z € M(z € z) > Jy E MyErA-m HE Mu ErAu EY)). 
(7.16) 
如 果 M C WF, reM, 则 取 zmM 中 秩 最 小 的 元 素 y， 则 ynz =p. Pr 
以 基础 公理 在 WE 的 任何 子 类 中 都 为 真 ， 所 以 在 WE 中 为 真 。 


。 替换 公理 模式 对 任意 M， 任 意 公式 W(z, 切 ， 替 换 公理 模式 一 个 例 示 的 
相对 化 可 表示 为 : 


VA € MYz € Ally € My™(z,y) > SB € MYr € Ady E€ BYM(z,y)o 
(7.17) 
这 就 不 难看 出 替换 公理 模式 在 M 中 成 立 的 充分 条 件 是 : 如 果 对 任意 
AEM, 我 们 有 Yz e Aly e MyM (x,y), WEE B e M 使 得 


{y EM | aa € A(yM(z,y))} C Bo (7.18) 


特别 地 ， 如 果 M = WF, N {ye WF | az € AY (z,y))} c WF, Pr 
以 属于 WF. 

综 上 所 述 ， 我 们 在 ZF- 中 证 明了 WF ZF- Inf， 其 中 Inf 表示 无 穷 
公理 。 为 了 完成 定理 7.3.4， 我 接 下 来 讨论 “绝对 性 ”这 一 概念 。 
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7.4 绝对 性 


在 上 一 节 我 们 遇 到 了 由 定义 引入 的 概念 的 问题 , 如 空 集 和 后 继 函 数 。 如 
果 仅仅 是 这 两 个 概念 ， 当 然 容易 处 理 ， 但 是 今后 的 证 明 中 我 们 会 遇 到 大 量 
类 似 的 ， 但 更 为 复杂 的 概念 。 为 此 ， 我 们 在 这 里 集中 讨论 这 一 问题 ， 为 今后 
的 证 明 扫 清 障碍 。 


7.4.1. 定义 对 任意 集合 论 形式 语言 的 公式 W(zli,...,zn)， 对 任意 类 M,N， 
M C N， 如 果 
VziVzaEM(VOM(z za) © YN (21,...,2n)); (7.19) 


就 称 小 (T1,...,Zn) 对 于 M, N 是 绝对 的 。 如 果 N= V， 则 称 y(r... En) 
对 于 M 是 绝对 的 。 


7.4.2. 引 理 假设 M C N， 并 且 ou 是 公式 ， 则 
(1) 如 果 yp,W 相对 于 M,N 是 绝对 的 ， 则 avy > y BAA I; 
(2) 如 果 op 不 含量 词 ， 则 对 任意 M 都 是 绝对 的 ; 
(3) wR M, N 都 是 传递 的 ， 并 且 y 相对 于 它们 是 绝对 的 ， 则 
Va E€ yy 也 是 如 此 。 
7.4.3. È 形 如 vz e y:…. 的 这 类 量词 称 为 受 圈 量词 ALL (3) 是 说 如 果 
% 对 于 传递 模型 是 绝对 的 ， 则 yp 加 上 受 团 量 词 也 是 绝对 的 。 


证 明 . (1)，(2) 由 定义 ， 显 然 。 对 于 (3)， 首 先 注意 ve € yp 是 
Vz(z € y > p) 的 简写 。 这 样 (Vr e yp)M 就 等 于 


Va E€ M(z € y p™)。 


假设 yeM, (EM, y 可 能 有 其 他 自由 变 元 ， 但 这 不 影响 。) 由 于 M 是 传 
递 的 ， 这 当 且 仅 当 Yz(z sy 一 M), H y 是 绝对 的 以 及 N 是 传递 的 ， 即 
可 得 到 结论 。 口 


为 了 证 明 公 式 的 绝对 性 ， 以 下 概念 非常 有 用 。 
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7.4.4. 定义 Au 公式 定义 如 下 : 
(1) 2=y, zey 是 Ao 公 式 ; 
(2) 如果 yy 是 An BK, WM -pp 9p 是 Ao BA; 
(3) 如 果 p 是 Ao AÑ, y 是 任意 集合 ， 则 (Vz Ey)p 是 Ao 公式 。 


假设 yp 是 Ap 公式 ， 则 形 如 3z1…3znp HAARAD 公式 ， 形 如 
Y = Wg "YTnp 的 公式 称 为 TD 公式 。 


由 于 传递 模型 在 € 关系 下 是 向 下 封闭 的 ， 因 此 它 总 是 能 保持 对 约束 量 
词 的 解释 ， 即 Ao 公式 对 于 传递 模型 是 绝对 的 。 


7.4.5. 引 理 令 M CN PARRY, Pla... dn) 为 集合 论语 言 的 公式 则 
(1) Hyža 公式 ， 则 它 对 于 M,N 是 绝对 的 | 
(2) yY 公式 ， 则 
Vri- Vanl M (z1... En) > WN (a21,...,2n)); 
(3) 如 果 纱 是 IT 公式 ， 则 
VYzi，….VYzn(WN(zi) .Zn) 一 YM (21,...;2n))e 
证 明 . 见习 题 7.10.6。 口 
有 一 个 问题 是 Au 公式 很 少见 ， 这 样 的 话 ， 引 理 7.4.5 的 作用 就 会 十 分 有 
限 。 不 过 ， 以 下 定理 可 以 使 我 们 把 引 理 7.4.5 充 分 发 挥 出 来 。 


7.4.6. 引 理 假设 MCN 并 且 恬 是 语句 集 马 的 模型 ， 而 


则 yp 对 M, N 是 绝对 的 当 且 仅 当 yp we, 
证 明 . 留 给 读者 作为 练习 。 口 


这 样 ， 对 于 非 Au 公式 y, 我们 只 要 在 ,例如 ZEF- ， 中 能 证 明 y Str 
于 某 一 Ao 公式， 同样 可 以 得 到 它 相对 于 两 个 ZE 模型 的 绝对 性 。 


在 讨论 无 穷 公理 时 ， 我 们 遇 到 的 困难 是 O 和 后 继 ， 它 们 是 定义 的 函数 。 
而 要 证 明 无 穷 公理 在 WF 中 为 真 ， 则 需要 证 明 这 些 函 数 相 对 于 WE 的 绝 
对 性 ， 而 这 要 首先 明确 函数 绝对 性 的 含义 。 
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7.4.7. 定义 假设 M C N，f(z1,… ,zn) 是 函数 ， 则 f 相对 于 M,N 是 绝 
对 的 当 且 仅 当 定义 f 的 公式 p(T1,… En, Eny) 也 是 绝对 的 ， 因 此 f 相对 
FM 是 绝对 的 当 且 仅 当 (MF PM, 


接 下 来 我 们 证 明 一 系列 公式 相对 于 ZF 的 传递 模型 M 的 绝对 性 。 在 
很 多 情形 下 ， 我 们 并 不 需要 ZF SRA, BRAT Pow 和 无 穷 
公理 Inf 不 是 必须 的 。 


7.4.8. 定理 以 下 关系 和 函数 可 以 在 ZF 一 Pow 一 Inf 中 用 公式 定义 ， 并 且 
这 些 公式 在 ZF 一 Pow 一 Inf 中 可 以 证 明 等 价 于 某 一 Ao 公式 。 所 以 它们 
对 任意 ZF- — Pow — Inf 的 传递 模型 M 都 是 绝对 的 。 

(1) zey; 

(2) z=y; 

(3) zcy: 

(4) {x,y}; 

(5) {x}; 

(6) (x,y); 

(7) 0; 

(8) rUy; 

(9) any; 

(10) z—y; 

(11) at,  rU{z}; 

(12) r 是 传递 集 ; 

(13) Ur; 

(14) 门 z， 其 中 规定 门 0 = 0。 
证 明 . (1)，(2) 显然 。 

(3) HEX ae cyoVvzex(zey), SERALI Ao Ax. 
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(4) B Ao 公式 ylz, y, z) 为 
rezAyezAVuezu=r2Vu=y), 

WW (x,y,z) oz ={z,y}o 

(5) RUF 4. 

(6) BAR v(z,y,z) 为 

Fu ez € 2(u = {z,z} Av = {x,y} Az = {u,r}), 

则 v(z,y,z) e z = (x,y), #E y FEF Ao 公式 。 

(7) BAK (x) A: 

Vy E€ z(y #y)o 
(8) 取 公式 ylz, y,z) 为 
Vuez(uerVucy) AVuer(uez) AVucy(uez), 

W w(z,y,z) z=rUyo 

(9) MAK y(r, y, z) A 

Vue z(uerAucy)AVuer(ucy > vez), 

则 W(az,y,z) oe z=rN yo 

(10) RAK v(z,y,z) 为 

VYuez(uerAu€ y)AVueEs(u gy uez), 

WW y(x, y, z) 表达 z =T- yo 

(11) REX W(z,y) 为 : 

TEYNTCYNVzZEYzZ=TVzEL), 

则 (ay) y= zt+。 

(12) MAK y(r) 为 

YYyEIVzEW(2EZ)， 

MAR %(z) 当 且 仅 当 r 是 传递 集 。 
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(7.21) 


(7.22) 


(7.23) 


(7.24) 


(7.25) 


(7.26) 


(7.27) 


(7.28) 
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(13)” 取 公式 vu(2,y) 为 


Vu E yv E z(u € v) A YuE zvu Eu(vEY), (7.29) 


W p(z, y) y =U. 
14) FLASK ylz, y) 为 


Vue yVu E z(u E v) A Yu E avu E u(Yw E€ r(v E€ w) > (v €y)), (7.30) 


则 p(z, y) y= 门 z。 


接 下 来 的 引 理 可 以 简化 很 多 绝对 性 证 明 : 


7.4.9. 引 理 绝对 性 对 复合 运算 封闭 ， 即 ,假设 MCN, 公式 glt, En), 


函数 f(z, nyy Za) gi(y1, n 
则 以 下 公式 


和 函数 


Pq1 (Y Yin)y gr 


Fa Im) sIn Y 


也 是 相对 于 M, N 绝对 的 。 


证 明 . 不 妨 假设 n=m = 1， 则 
(y(g(y)))™ + o(gM(y))) & pV (gN(y))) e vla(y)))N, (7.33) 


因为 gM(y) =g (y), 而 p 对 于 M,N 是 绝对 的 。 函 数 的 情况 类 似 。 口 


- ,om)，1<1i<m， 都 是 相对 于 M, N 绝对 的 ， 


,Ym)) (7.31) 


:Ym)) (7.32) 


7.4.10. 定理 以 下 关系 和 函数 对 任意 ZF — Pow — Inf 的 传递 模型 都 是 绝 


对 的 : 
a) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


z 是 有 序 对 ; 
AxB; 
尽 是 关系 ; 
dom(R) ; 
ran(R) ; 
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(6) JAX; 
(7) f(x); 
(8) 了 是 一 一 函数 。 


证 明 . (1) z 是 有 序 对 当 且 仅 当 Sr e Uzay € Uz( Z,y))。 令 
g1(z) = go(z) = Uz, xe BB7.4.841, 91,90 是 绝对 的 。 令 un ) = By 
p(u,v,w) 为 以 下 公式 : 


Jz € udy € v(w = (2, y))o (7.34) 


p 是 绝对 的 ， 因 为 由 定理 7.4.8，w = (x,y) 是 绝对 的 ， 而 且 yp 中 的 量词 都 
是 约束 的 。 最 后 ，z 是 有 序 对 当 且 仅 当 


p(g1(z), 92(z), 93(z)), (7.35) 


由 引 理 7.4.9， 它 是 绝对 的 。 


以 下 证 明 都 与 (1) 类 似 ， 主 要 应 用 定理 7.4.8 和 引 理 7.4.9， 我 们 不 再 如 
此 详细 ， 而 是 满足 于 写 出 相应 的 公式 ， 其 绝对 性 可 根据 (1) 中 的 方法 证 明 。 


(2) RAK y(r, y, z) 为 
Vu € zds € rit € y(u = (s,t)) A Ys E€ xvt E€ yJ3u € z(u = (s, 3), (7.36) 
MW p(z, y, z) z= X yo 
(3) RAR Y(R) 为 
Vu € R(u 是 有 序 对 )， (7.37) 


则 Y(R) SARS RR 是 二 元 关系 。 


(4)” 取 公式 w(D, R) 为 


Va € Daz € Rau € zJy E u(z = (2, y))A 


(7.38) 
Vz € RVu € zVYz €uVy E u(z = (x,y) > z E€ D), 


WW a(D, R) + D =dom(R). 
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(5)” 取 公式 (COC, R) 为 


Vy € Caz € Rou € z3x E€ u(z = (x, y))A 


Yz € RYuEzYr E€ UVy E u(z = (x,y) > y E C), a 
WW ~(C, R) + C = ran(R)。 
(6) RAK v(f) 为 
f 是 二 元 关系 人 
Vu, v E€ fYs €uvt € Va, b E€ sVc E t((u = (a,b) Av = (a,c)) > b = ©), 
(7.40) 
则 公式 v(f) 当 且 仅 当 f 是 函数 。 
(7) BRAR v(f,2,y) 为 
(plf, z) A (z,y) € f) V Ylf, z) Ay = 9), (7.41) 


其 中 p(f,z) HAS: 
wel JUE) ef Avw el fz,w) ef v=w)) (7.42) 
则 yw(f,z,y) + y = f(x). 
(8) BAR vif) 为 
f 是 函数 和 Vz € dom(f)Vy € dom(f)(f(z) = f(y) >s =y), (7.43) 


TW f 是 一 一 函数 当 且 仅 当 vV(f)o 


7.5 基础 公理 的 相对 一 致 性 


上 一 节 我 们 在 证 明 WEE ZF 时 ， 只 剩 下 无 穷 公理 尚未 验证 ， 而 有 了 
这 些 绝对 性 结果 ， 我 们 现在 可 以 证 明 : 


7.5.1. 引 理 假设 传递 类 M 是 ZF 一 Pow 一 Inf 的 模型 ， 并 且 we M， 则 
无 穷 公理 在 M 中 为 真 。 因 此 ， 无 穷 公理 在 WE PAA. 
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证 明 . 由 于 0 和 后 继 z+ 函数 都 相对 于 M 是 绝对 的 ， 所 以 无 穷 公理 的 相对 
化 为 : 

3arzeM0ezAvyezr( ez))。 (7.44) 
又 由 于 we M， 所 以 取 z=w 即 可 。 口 


至 此 我 们 完成 了 定理 7.3.4 的 证 明 ， 而 以 下 定理 揭示 了 定理 7.3.4 的 动机 。 


7.5.2. 定理 设 芽 是 集合 论语 言 中 的 理论 (例如 ZF), mv 是 集合 论语 
言 中 的 语句 集 (如 ZF)， 再 假设 M AK, FEAT PTEMSFO. MBA, 
如 果 在 全 中 可 以 证 明 MED, RH, HA—-—oCD, RIAT 中 证 
明 oM, R) 


(1) 对 集合 论语 言 的 任何 语句 p, PROF Y, MTHM; 
(2) 如 果 了 人 一致 ， 则 以 也 为 公理 的 理论 也 一 致 。 


证 明 . 对 于 (1)， 可 对 到 y 的 证 明 施 归纳 而 容易 得 到 。 这 是 数理 逻辑 中 
的 一 个 常见 的 证 明 。 可 能 很 多 读者 并 不 熟悉 逻辑 ， 所 以 我 们 还 是 简要 叙述 
证 明 如 下 : 

假设 pi1,… ,pn ED F p 的 证 明 (参见 1.2 节 ), 对 任意 1 <i<n, 如 
R y; 属于 L, WRI, THOM; WR y; 是 逻辑 公理 ， 则 显然 也 成 立 。 
最 后 ， 如 果 yp; 由 在 它 之 前 的 公式 wj 和 yj = yj 一 9 得 到 ， 根 据 归纳 假 
t, BAZAT MATE YM, 所 以 TH pM。 

(2) 可 由 (1) 容易 推 得 : WRAAE 为 公理 的 理论 不 一 致 ， 则 存在 语句 
g, 了 HPpA-ep， 而 由 (1), TEGMA-=yM, BIT ERK 口 


7.5.3. 定理 基础 公理 相对 于 ZF” 是 一 致 的 ， 即 ， 如 果 ZF, N) ZF 
一 致 。 


证 明 . 应 用 定理 7.5.2, ST XZE, 区 为 ZF, MA WE. 口 


接 下 来 两 章 的 主要 定理 都 是 某 种 形式 的 相对 一 致 性 证 明 ， 虽 然 要 比 定 
理 7.3.4 复杂 得 多 。 而 且 在 证 明定 理 7.3.4 的 过 程 中 ， 我 们 还 引入 了 相对 化 和 
绝对 性 这 些 概念 ， 这 些 都 是 接 下 来 十 分 关键 的 工具 。 另 外 重要 的 一 点 是 ,在 
证 明 中 我 们 分 析 了 ZF 的 公理 在 某 一 模型 中 为 真 的 条 件 ， 这 些 条 件 也 为 以 
后 的 相对 一 致 性 证 明 提 供 了 方便 。 不 过 ， 至 今 我 们 还 未 讨论 选择 公理 ， 所 
以 我 们 接 下 来 讨论 这 一 公理 。 
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7.5.4. 引 理 (ZEF-) 假设 M 是 ZE- 一 Pow 一 Inf 的 传递 模型 。 如 果 X, 忆 EM 
并 且 民 是 和 上 的 良 序 ， 则 


(RÈ X EKRE )M。 (7.45) 


证 明 . 首先 ,“R 是 X 上 的 线 序 ” 可 表达 为 以 下 公式 Y(X, R): 


Va € X(7A(a@Rax)) AVa,y,2z E€ X(xRy A yRz > TRz) 
AVa,y E X(TRy \yRz > x = y) (7.46) 
AVa,y E€ X(zRy V YyRIV T= Y), 


而 这 是 一 个 A Ak. SAH U(X Y,R) 为 
YCXAY #0 —> Ay € YVvzr € Y-(rRy), (7.47) 


则 “R 是 xX 上 的 良 序 ”可 表达 为 p(X,R) 人 YYY(X,Y, R); HF 
p(X, R),v(X,Y,R) 是 绝对 的 ， 因 此 只 需 证 明 YY € Mwy(X,Y,R)。 而 根 
HR, RÆ X 上 的 良 序 ， 所 以 对 任意 站 ，vw( 久 ,Y, R) 都 成 立 。 

口 


7.5.5. 定理 (ZF`) V, 是 ZFC 一 Inf 十 一 Inf 的 模型 。 


WEAR. 由 前 面 的 讨论 不 难看 出 OV, 是 ZF —Inf+—inf 的 模型 ， 见 习题 7.10.9。 
对 任意 X eV, X BAA, MUAH X 上 的 良 序 。 由 引 理 7.5.4， 
V; FAC. 

口 


7.5.6. 推论 Con(ZF-) 一 Con(ZFC — Inf + —Inf). 


7.6 基于 良 基 关系 的 归纳 与 递归 


我 们 已 经 熟悉 良 序 集 上 的 超 穷 归 纳 与 递归 ， 既 然 良 基 关 系 是 良 序 的 推 
广 ， 那 么 同样 的 思想 也 可 推广 到 良 基 关系 上 。 具 体 来 说 ,假设 (X, <) ER 


158 


第 七 章 集合 的 宇宙 


基 集 ， 即 < HEX 上 的 良 基 关系 ， 如 果 我 们 要 证 明 vee Xp(z)， 则 可 以 通 
过 证 明 对 任意 z € X: 


Vy E€ X(y < £ oly)) 一 2(7) (7.48) 


来 实现 。 如 果 有 xz EX 使 得 -ep(z)， 则 非 空 集合 {2 © X | -elz)} 的 极 小 
元 就 会 导致 矛盾 。 也 与 良 序 关系 上 的 递归 一 样 ， 考 虑 真 类 上 的 相关 概念 更 
为 有 用 。 
本 节 我 们 工作 于 ZF 一 Pow 中 。 


7.6.1. 定义 REX 上 的 良 基 关 系 当 且 仅 当 


VU C X(U #0 Ay € U(~3z € U(zRy))). (7.49) 


注意 到 ， 这 一 定义 与 集合 的 情况 只 是 表面 类 似 ， 事 实 上 它 是 一 个 定义 
模式 ， 就 像 替 换 公理 模式 一 样 。 给 定 公 式 如 和 又 ， 以 上 定义 是 另 一 公式 的 
缩写 ， 例 如 “e 是 V 上 的 良 基 关系 ”等 价 于 基础 公理 。 


一 个 更 需 注意 的 问题 是 ， 以 上 定义 中 的 取 值 范围 是 类 X 的 所 有 子 
集 ， 而 不 能 是 X 的 某 个 子 类 ， 因 为 量词 不 能 用 来 约束 类 。 但 是 ， 当 我 们 使 
用 递归 证 明 时 ， 却 需要 考虑 {x EX | -elz)} 的 BR 最 小 元 , 而 前 者 却 可 能 
是 真 类 。 所 以 ， 我 们 对 关系 R 必须 有 进一步 的 要 求 ， 以 避免 以 上 间 题 。 


7.6.2. 定义 X 上 的 关系 R 是 似 集 合 的 (set-like) 当 且 仅 当 对 任意 ce X, 
{y EXX|yRz} 是 一 个 集合 。 


例如 ，e 在 任何 类 X 上 都 是 似 集合 的 。 一 般 称 集合 {y €X |yRz} 中 
的 元 素 为 z 的 前 驱 。 如 果 RR 就 是 e， 则 z 的 前 驱 即 是 x INTER, 而 x 前 
驱 的 前 驱 即 x 元 素 的 元 素 ， 所 以 以 下 定义 是 对 传递 闭 包 的 推广 。 


7.6.3. 定义 如 果 民 是 义 上 的 似 集 合 关系 ， 并且 x ECE 义 ， 则 递归 定义 
pred” (X, x, R) = {y € X |yRz}; 
pred"! (X, x, R) = |] {pred(X, y, R) | y € pred"(X,2,R)}; (7.50) 
cl(X,z, R) = | J pred” (X, x, R)o 


nEw 
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注意 到 ， 对 任意 n, pred"(X,x,R) 都 是 集合 ， 所 以 (X, x, R) 也 是 集 
合 。 通 常 把 pred” (X, x, R) 记 作 pred(X, z, R) WR R ÆMÆ c M X Æ 
传递 的 ， 则 pred(X, x, R) =x, 而 cl(X,z, R) = trcl(z)。 


7.6.4. 引 理 如 果 尽 是 驻 上 的 似 集合 关系 ， 则 对 任意 y € cl(X,2z,R), 
pred(X, y, R) C cl(X, z, R). 


证 明 . y € cl(X,z,R)， 则 存在 n € w, y € pred”(X, x, R), Em 
pred” (X, y, R) C pred”™! (X, x, R) C cl(X, x, R)o 口 


7.6.5. 定理 wRREX 上 的 良 基 关 系 并且 是 似 集 合 的 ， 则 X 的 每 一 非 
ZFX YRA RM) A. 


证 明 . 任 取 zeY, 若 z 不 是 Y HW RB), 则 YNnal(X,zx,R) 是 义 的 
非 空子 集 ， 因 此 有 RINE yo H5 7.6.4, y 是 Y 的 极 小 元 ， AMY 
E y 的 前 驱 都 是 YN cl(X,2,R) 的 元 素 ， 与 y 是 极 小 元 矛盾 。 口 


事实 上 ， 定 理 7.6.5 就 是 似 集合 良 基 关系 上 的 归纳 原理 。 例 如 ， 假 设 基 
MA, c 就 是 V 上 的 似 集 合 良 基 关系 。 由 于 我 们 可 以 证 明 ， 对 任意 集合 
z, 7ZCWE 一 zeWE， 则 应 用 以 上 归纳 原理 ， 就 得 到 V = WF. 


以 下 定理 表明 : 对 任意 似 集合 的 良 基 关 系 ， 递 归 定 理 同样 成 立 ， 而 基 
于 序数 的 递归 定理 是 它 的 一 个 特殊 情况 。 


7.6.6. 定理 假设 RAK 上 的 似 集 合 的 良 基 关 系 。 如 果 下 :XxV 一 V 
是 “函数 "， 则 存在 唯一 的 GX V 使 得 
Va € X(G(x) = F(x,G | pred(X, z, R)))。 (7.51) 


作为 以 上 定理 的 应 用 ， 我 们 可 以 定义 


7.6.7. 定义 wWRRAX 上 的 似 集合 良 基 关 系 ， 定 义 


rank(z, X, R) = sup {rank(y, X, R)+1|yRrAy eX}.。 (7.52) 
注意 到 ， 应 用 定理 7.6.6， 取 卫 为 
F(x, h) = sup {a + 1 | a E€ ran(h)} o (7.53) 


即 可 得 到 上 面 的 定义 。 而 引 理 7.2.5 (4) WEE RÄ c, XA WE 的 情况 。 
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7.6.8. 引 理 (ZEF-) 如 果 义 是 传递 的 而 CE 是 义 上 的 良 基 关系 , 则 和 CWE, 
并 且 对 任意 ZE X, rank(z,X, €) =rank(z). 


证 明 . WR X Z WF, WEA zx 为 义 一 WEF WR). AF XK 
传递 的 ， 如 果 z ez， 则 z € 和 X， 再 由 z 的 定义 知 ze WF， 即 ， 
r C WE， 所 以 ze WER， 了 矛盾。 命题 的 第 二 断言 类 似 ， 只 要 考虑 集合 
{x € X | rank(z, X, €) # rank(x)} 的 极 小 元 。 回 


任意 一 个 结构 (X, R), WR RR 是 似 集合 的 良 基 关 系 ， 并 且 还 是 “外 
延 的 ”( 和 定义 见 7.6.11) W (X, R) TAERHRAZ WE 中 ， 这 就 是 著名 的 
“SMITA Ae”. 


76.9. EL ARX 上 的 似 集合 良 基 关 系 ，( 义 , R) LOHRMHAMSA 
数 (Mostowski function) G 定义 为 
G(x) = {G(y) | y E XAyRzr}. (7.54) 

而 G 的 值 域 ， 通 常 记 为 M， 称 为 (X, R) HARER (Mostowski 
collapse) 。 
7.6.10. 引 理 A 尽 是 入 上 的 似 集合 良 基 关系 ，G 是 其 上 的 莫 斯 托 夫 斯 基 
函数 ，IM A (X,R) 的 莫 斯 托 夫 斯 基 南 塌 ， 则 

Q) Yz,y EX(rRy— G(r) € G(y)) ; 

(2) M 是 传递 的 ; 

(3) wRERABKS, MMCWF; 

(4) RRBERABRSZ, 并 且 er e X, MW rank(z,X,R) = 
rank(G(z)). 
证 明 . (1) 和 (2) 可 由 G 的 定义 立 得 。 


(3) 注意 ， 没 有 震 集 公理 我 们 得 不 到 WE 的 定义 。 我 们 只 需 证 明 : 
对 任意 x eX, G(x) es WF。 这 可 以 由 归纳 得 到 : 假设 Y=M 一 WF 非 
Z, S y 是 YY 的 最 小 元 。 容 易 证 明 y C WF， 而 这 蕴涵 ye WF。 


161 


集合 论 


(4) 同样 使 用 归纳 ， 只 需 注意 到 
rank(G(a)) = sup {rank(v) + 1 | v € G(a)}, 
而 根据 G 的 定义 ， 这 又 等 于 sup {rank(G(y)) +1 | yRr}o 


口 


在 很 多 情况 下 ， 葛 斯 托 夫 斯 基 函 数 是 一 个 同 构 ， 条 件 是 ， 如 果 将 电解 
释 为 e， 外 延 公 理 在 X 中 为 真 。 
7.6.11. 定义 RÆ X 上 是 外 延 的 当 且 仅 当 


Vr,y E€ X(Vz E€ X(zRz & zRy) > xz = y)o (7.55) 


7.6.12. 练习 丸 是 外 延 的 当 且 仅 当 对 任意 z,y € X, 


x £y > pred(X, x, R) # pred(X, y, R)o 


7.6.13. 引 理 如 果 X 是 传递 的 ， 则 E 在 义 上 是 外 延 的 。 


WERA. pred(X, z, €) = £o oO 


7.6.14. 5/82 A 尽 是 入 上 的 似 集合 良 基 关系 ，G 是 其 上 的 莫 斯 托 夫 斯 基 
He, WRREAXK 上 是 外 延 的 ， 则 G 是 同 构 ， 即 ，G 是 一 一 的 ， 并 且 对 
任意 x,y €X, cRy 当 且 仅 当 G(z) € G(y)。 


证 明 . 反 设 G 不 是 一 一 的 即 Y={zeX|3yeX(z yA G(z) = G(y)} 
JEZ. 取 zo 是 它 的 R B/C, 并 任 取 满足 zo Æ yo FFA G(x0) = G(yo)。 
由 于 R 是 外 延 的 ， 所 以 一 定 有 ze X 使 得 zRzo 但 -zRyo, 或 者 zRyo 但 
一 zRro。 不 失 一 般 性 ， 假 设 是 第 一 种 情况 ， 则 因为 G(z) € G(zo) = G(yo), 
所 以 存在 z' Ryo 使 得 G(z') = G(z)。 但 显然 z' Az, KH ro 是 极 小 元 矛 
盾 。 口 
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7.6.15. BWP AMBHSEB 令 RAX 上 的 似 集 合 良 基 关 系 ， 并 且 在 
X 上 是 外 延 的 ， 则 存在 传递 类 M 和 双 射 G: 义 一 M 满足 :G XR (X,R) 
与 (M,€) 之 间 的 同 构 。 另 外 ，M 和 G 都 是 唯一 的 。 


证 明 . 引 理 7.6.14 证 明了 其 存在 性 ， 而 唯一 性 则 可 由 归纳 容易 得 到 ， 见 习 
题 7.10.7。 口 


例如 , 假设 RÆ X 上 的 良 序 , 如果 X 是 集合 , 则 M 是 一 个 序数 。 如 
R X EH, 则 M = On。 


7.7 基础 公理 下 的 绝对 性 


回 到 对 基础 公理 和 模型 的 讨论 。 既 然 基础 公理 是 一 致 的 ， 它 可 以 作为 
一 条 基本 公理 加 入 到 ZF-。 所 以 在 本 节 我 们 将 工作 于 ZF 中。 基础 公理 保 
证 了 c 是 良 基 关系 ， 而 这 可 以 得 到 大 量 新 的 绝对 性 结果 。 


7.7.1. 定理 以 下 关系 和 函数 可 以 在 ZF 一 Pow 中 用 公式 定义 ， 并 且 这 些 公 
AA ZF 一 Pow 中 可 以 证 明 等 价 于 某 一 Au 公式 。 所 以 它们 对 任意 ZF 一 Pow 
的 传递 模型 都 是 绝对 的 。 


(1) 7z 是 序数 ; 
(2) 2 是 极限 序数 ; 
(3) r 是 后 继 序数 ; 
(4) wi; 

(5) r 是 有 穷 序数 ; 


(6) 0,1,2,--- ,20, =o 


证 明 . (1) 基础 公理 保证 了 e 是 良 基 的 ， 所 以 在 ZF 一 Pow 的 框 
RF, t 是 序数 当 且 仅 当 r 是 传递 集 并 且 e 是 z 上 的 线 序 ， 所 以 取 公 
v(x) 为 


x epee A Vy €aVzea(y=zVyezVzey), (7.56) 
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WW (ae) 当 且 仅 当 x 是 序数 。 由 于 已 经 证 明 “z 是 传递 ”的 是 绝对 的 ， 所 以 
w(x) 是 绝对 的 。 这 里 用 到 了 前 面 的 绝对 结果 ， 之 所 以 合理 ， 是 因为 前 面 的 
结果 都 在 ZF — Pow 中 得 到 ， 自 然 可 以 在 ZF - Pow 中 证 明 ， 并 且 任何 
ZF 一 Pow 的 模型 都 是 ZF- — Pow 的 模型 。 下 面 的 证 明 类 似 。 


(2) RAR y(x) 为 
x 是 序数 AvyEez3az € z(y € z), (7.57) 
WW %(z) 表示 z 是 极限 序数 。 
(3) RAR y(r) 为 
a 是 序数 人 一 (x 是 极限 序数 )， (7.58) 
则 公式 W(x) 表示 x 是 后 继 序数 。 
(4) BAR y(r) 为 
x 是 极限 序数 和 AWezAYyyerz(y 是 极限 序数 > y = 0), (7.59) 
则 W(x) e z= we 
(5) 取 公 式 W(z) 为 
x 是 序数 入 一 (x = w) 人 Vy € zx-(y = w), (7.60) 
则 公式 %(z) 当 且 仅 当 x 是 有 穷 序数 。 
(6) 0 已 经 证 明 ， 而且 我 们 已 经 证 明 z= yt 是 Ao 的 ， 所 以 


z=1 8 3yE€Exr(y=0Az= YY ), 


r=2odyertyy=1lAr=y’'), 


shied amines cms catchy Sauna eres danas o 


以 上 证 明 中 ， 只 有 w 的 绝对 性 需要 无 穷 公理 ; 而 (6) 中 所 有 概念 的 绝 
对 性 不 需要 基础 公理 。 另 外 ,证 明了 序数 、 有 穷 序 数 是 绝对 的 ， 则 也 等 于 验 
证 了 与 之 相 联 系 的 良 序 、 有 穷 集合 等 也 是 绝对 的 。 
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7.7.2. 引 理 如 果 M 是 ZF 一 Pow 的 传递 模型 ， 则 M 的 所 有 有 穷 子 集 都 
属于 M. 
证 明 . 施 归 纳 于 n， 我 们 证 明 

Ve C M(\2|=n>2€M). (7.61) 


WR n = 0， 则 由 空 集 的 绝对 性 ， 显 然 有 0 e M。 假设 |z| =n 时 成 立 ， 如 
R je|=n+1, 取 yez， 则 wy eM， 所 以 由 归纳 假设 {y}, z- {y} E€ Me 
根据 前 面 的 绝对 性 结果 , z = {y} U (z — {y} 属于 M. 口 


7.7.3. 定理 以 下 概念 对 ZF — Pow 的 任何 传递 模型 都 是 绝对 的 : 
a) >z 是 有 穷 的 ; 
(2) X*; 
(3) X<=， 即 X 上 所 有 有 穷 序 列 的 集合 。 
证 明 . GQ) SAR yle, f) H 
f 是 函数 和 dom(f) = x Aran(f) Ew A f 是 一 一 的 ， (7.62) 


则 在 ZF — Pow 框架 下 ，z 是 有 穷 的 当 且 仅 当 3fw(z,f)。 根据 前 面 的 结果 ， 
是 绝对 的 ， 因 此 我 们 只 需 验 证 


df € My(z, f) © 3fv(z, f)> (7.63) 


充分 条 件 的 方向 是 显然 的 。 对 于 必要 条 件 的 方向 ， 注 意 yla, f) 蕴涵 f 是 
一 个 有 穷 集合 ， 它 的 元 素 都 是 M 中 元 素 构成 的 有 序 对 。 由 于 M 是 对 有 序 
对 封闭 的 ， 并 且 有 序 对 又 是 对 M 绝对 的 ， 所 以 广 的 元 素 都 属于 M, By 
是 M 的 有 穷 子 集 。 由 引 理 7.7.2， 太 e M。 


(2) “定义 函数 
Fitna d” Rapu (7.64) 
{f1f 是 n 到 XX 中 的 函数 }， 若 n € w。 


我 们 只 需 证 明 F(X,n) 是 绝对 的 。 如 果 n = 0， 显 然 ; 否则 
FM(X,n)={f €M| (f SPARK A dom(f) = Aran(f) c X)}, (7.65) 
由 已 经 证 明 的 独立 性 结果 ，FM =F OM, PRU F 是 绝对 的 。 
(3) “类似 ， 见 习题 7.10.8 o 
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7.7.4. 定理 以 下 概念 对 ZF 一 Pow 的 任何 传递 模型 都 是 绝对 的 : 
GQ) REX EH RF; 


(2) type(X, R). 


证 明 . (1) 假设 M 是 满足 要 求 的 传递 模型 。 在 引 理 7.5.4 中 我 们 已 经 
证 明了 一 个 方向 ， 所 以 只 需 证 明 (R AE X 上 的 良 序 )M A RÆ x 上 的 
良 序 ”。 可 是 在 ZF — Pow 中 可 以 证 明 任何 良 序 集 都 同 构 于 一 个 序数 ， 所 以 
WE (RÆ X 上 的 良 序 )M， 则 存在 fia e M 使 得 


(a 是 序数 并 且 f 是 a 到 (X, R) WIA)! (7.66) 


成 立 。 而 这 一 命题 是 绝对 的 ， 所 以 它 在 V 中 成 立 ， 这 等 价 于 “RR 是 XX 上 
AY BR”. 


(2) 还 记得 type(X,R) ES RAS (X, R) 同 构 的 唯一 序数 ， 所 以 
(1) 的 证 明 同 时 也 证 明了 函数 type(X, R) 的 绝对 性 。 
口 


7.7.5. 定理 以 下 概念 对 ZF — Pow 的 任何 传递 模型 都 是 绝对 的 : 
GQ) a+1; 
(2) a-1; 
(3) a+8; 


(4) a-B. 


证 明 . (1) a+l=at; 


(2) c=a-14AM4a40KE ((a 是 后 继 序 数 并 且 a = 241) 
KA (a 是 极限 序数 并 且 a = z) )。 


(3) 和 (4) 证 明 类 似 。 一 种 方法 可 以 利用 下 面 的 定理 7.7.7， 证 明 
它们 是 以 具有 绝对 性 的 性 质 通 过 超 穷 递归 定义 的 ， 也 可 利用 a + B = 
type(a @ B) Fl a- B = type(a @ 8), LARP type 的 绝对 性 得 到 ， 见 习 
17.10.86 o 
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7.7.6. 真 类 的 绝对 性 MH, EX 是 一 个 公式 X(z)， 它 对 M 是 绝对 的 
当 且 仅 当 Yr e M(XM(z) e X(z))。 直 观 上 把 它 看 作 X = {x | X(z)}， 而 
X X 的 “相对 化 ”XM 表示 为 {ze M | XM(z)}， 因 此 X 对 M 是 绝对 
的 当 且 仅 当 XM = XnM。 例 如 ，V(z) 是 z = z， 它 总 是 绝对 的 ， 所 以 
VM(z) = M; On(z) 是 “z EFC, MAWR M 是 ZF — Pow 的 传递 模 
型 ， 则 On™ = OnmM。 
有 些 类 被 作为 关系 看 待 ， 它 们 有 不 止 一 个 变 元 。 这 些 类 的 绝对 性 也 是 类 
似 的 。 例 如 , 4RCVxV, 我 们 直观 上 把 R ALE {(z,y) | R(z,y)}, 
而 RM = {(z,y)€ MxM|RY(z,y)}。R 对 M 是 绝对 的 当 且 仅 当 
RV = RN(M x M)。 

作为 函数 的 类 ， 其 绝对 性 需要 特别 注意 。 如 G :V 一 V， 它 实际 上 
意味 着 : G(z,y) 是 公式 ， 并 且 Yr3lyG(z,y)， 也 就 是 说 公式 G(z,y) Æ 
义 了 一 个 运算 。 所 以 ， 只 有 这 一 公式 在 M 中 的 相对 化 依然 定义 了 一 个 
运算 ， 即 (Yz3alyG(z, 人 )M，GM : M 一 M 才 是 一 个 函数 。 此 时 ，G 相 
对 于 M 是 绝对 的 当 且 仅 当 GM = G | M。 注 意 ，G 作为 关系 的 绝对 性 
与 作为 函数 的 绝对 性 有 很 大 不 同 。 如 果 作 为 关系 ，G 是 绝对 的 当 且 仅 当 
GM = Gn (M x M)， 而 作为 函数 ， 还 要 考虑 是 否 有 dom(GM) = M。 

这 些 讨论 可 以 使 我 们 能 够 考虑 以 下 问题 : 绝对 性 对 超 穷 递 归 是 保持 的 。 


7.7.7. 定理 A RŽ X 上 的 似 集 合 的 良 基 关 系 F: 久 xV 一 V。 令 
G :入 一 V 如 递归 定理 ( 良 基 关系 上 ， 见 定理 7.6.6) 中 所 定义 的 : 


Va EX(G(z) = F(x, G | pred(X,z, 忌 )))。 (7.67) 
& M 是 ZF — Pow 的 传递 模型 ， 并 且 假 设 : 
(1) 下 相对 于 M 是 绝对 的 ; 
(2) X, RMT M £2444, (RAX 上 是 似 集合 的 )M， 并 且 
Va € M(pred(X, x, R) C M), (7.68) 
则 G 对 M 是 绝对 的 。 


证 明 . 首先 注意 到 (R Æ X 上 良 基 的 )M， 因 为 RM 是 XM 上 良 基 的 。 这 
tE, KM 在 M 中 的 任意 非 空子 集 有 RY- 极 小 元 。 这 样 , 我 们 可 以 在 M 内 
部 应 用 递归 定理 定义 GM : XM 一 M 为 : 


Va EXM(GMI(z) = EM(z,GM | pred™ (XM, z, R™))). (7.69) 
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通过 归纳 原理 可 以 证 明 GM =G | XM: 考虑 集合 
{xz e XM | GM(z) # G(z)} 
即 可 。 口 


值得 注意 的 是 ， 如 果 尺 是 e, 而 X 是 V 或 On, 则 (2) 中 的 条 件 都 
是 平凡 成 立 的 。 
7.7.8. 定理 以 下 概念 对 ZF 一 Pow 的 任意 传递 模型 都 是 绝对 的 : 
(1) ab (FAHR) ; 
(2) rank(z)， 即 rank(z,V,E) ; 


(3) trcl(z)。 


证 明 . 这 些 概念 都 是 运用 递归 定义 的 ， 而 定义 它们 只 用 到 了 绝对 的 性 质 或 关 
系 ， 所 以 它们 也 是 绝对 的 。 见 习题 7.10.8。 口 


需要 注意 ，rank(z) 的 定义 中 用 到 了 亿 ， 但 是 如 果 M AEA 
H, W VM 没有 定义 。 不 过 ， 我 们 也 可 以 把 rank(z) 的 定义 理解 为 递归 的 ， 
在 寡 集 公理 下 ， 这 两 种 定义 是 等 价 的 。 


假设 短 集 公理 在 M PRZ, WERZA PM 和 VM 有 定义 ， 但 通常 
不 是 绝对 的 ， 除 非 M 是 绝对 的 。 
7.7.9. 引 理 假设 M 是 ZF 的 传递 模型 ， 则 
(1) 如 果 zEM, 则 PM(z)=P(z)nM; 
(2) 如 果 ae M， 则 VM = VnM。 
证 明 . a) PM(c)={yEM|(yCr)™}, M y Cz 是 绝对 的 。 


(2) VM = {x€ M | (rank(z) < a)M}， 同样 因为 刚 证 明了 rank(z) 
是 绝对 的 。 
O 
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7.8 不 可 达 基 数 与 ZFC 的 模型 


一 般 来 说 ，V 不 是 ZF 的 模型 ,但 在 7.3 节 我 们 证 明了 (ZF 中 ) Vz 
是 ZFC — Inf 的 模型 。 假设 Z 表示 “ZF 一 替换 公理 ”而 ZC 表示 “ZEFC-- 
BRAR, RMA: 


7.8.1. 定理 如 果 7 > w 是 无 穷 极限 序数 ， 则 在 ZF 中 可 证 明 V EZ; A 
ZFC +T V, F ZC. 


证 明 . 根据 7.2 节 对 公理 成 立 条 件 的 分 析 ， 很 容易 验证 存在 公理 (AX Vy 
非 空 )、 外 延 公理 (因为 VW 传递 )、 基 础 公理 (因为 V, C WF)、 无 穷 公理 
(因为 we Vy) 都 在 V, 中 成 立 。 又 由 于 y 是 极限 序数 ， 所 以 对 任意 6 < 7， 
P(Va) = Vass € 仿 ， 所 以 分 离 公理 、 对 集 公理 、 并 集 公理 和 稼 集 公 理 都 成 
立 。 另 外 ， 如 果 选 择 公理 成 立 ， 根 据 引 理 7.5.4，W 满足 选择 公理 。 。 口 


7.8.2. 练习 证 明 V4 不 满足 替换 公理 。 


不 过 ， 这 里 有 一 些微 妙 处 。 虽 然 ZC 可 以 证 明 “w 存在 " ， 但 不 能 证 明 
Vo 的 存在 ， 因 此 没有 替换 公理 我 们 不 能 定义 Voo 


7.8.3. 命题 ZC 不 能 证 明 “V 存在 "， 也 不 能 证 明 “对 任意 集合 rz，trcl(z) 

存在 "。 

证 明 . 见习 题 7.10.10。 口 
如 果 a“ 足 够 大 ”， 例 如 不 可 达 基 数 ， 则 可 以 证 明 V, 是 ZFC 的 模型 。 


7.8.4. 定理 如 果 k 是 不 可 达 基 数 ， 则 在 ZF” 中 可 以 证 明 Vy E ZF. # 
ZFC” 中 可 以 证 明 V, E ZFC. 


WERA. V, F Z 以 及 V, E ZC 与 定理 7.8.1 类 似 。 对 任意 A e V.， 由 于 «是 不 
可 达 基 数 ， 根 据 引 理 7.2.3 (3), |VeJ = 上 <， 所 以 |4| < no MAF « 是 正则 
的 ,任意 A 到 V, 的 函数 都 是 有 界 的 ， 故 对 任意 公式 (x,y)， 存 在 a < &， 
使 得 

{y | Ix € A( (2, y))} E Va, (7.70) 
所 以 替换 公理 在 Ve 中 成 立 。 口 
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7.8.5. 推论 在 ZFC 中 不 能 证 明 “ 存 在 不 可 达 基 数 ”。 


WEAR. 和 否则， 我 们 即 可 在 ZFC 中 证 明 存在 一 个 不 可 达 基 数 5， 使 得 V 是 
ZFC 的 模型 。 这 与 哥 德 尔 第 二 不 完全 性 定理 矛盾 。 o 
7.8.6. 引 理 假设 k 是 不 可 达 基 数 ， 则 以 下 概念 对 V, 是 绝对 的 : 

(1) zz 是 基数 ; 

(2) t 是 正则 基数 ; 


(3) z 是 不 可 达 基 数 。 


WERA. (1) A 是 基数 可 用 以 下 公式 p(x) 表示 为 : 


xz 是 序数 和 Vfvy € z(f 是 定义 在 y 上 的 函数 一 
f 不 是 到 zx 上 的 满 射 )。 


而 这 是 一 个 In 公式 。 根 据 引 理 7.4.5 (3), v(x) 蕴涵 pW(z)， 所 以 我 们 只 
需 验 证 另 一 个 方向 。 假 设 pW(z) 成 立 , 但 v(x) (在 V 中 ) 不 成 立 ， 则 存 
F y ex 和 函数 f 使 得 f :zx 一 y ERI HT s 是 不 可 达 的 ， 所 以 y, f 
都 属于 Ve, 与 p(x) 矛盾 。 


(7.71) 


(2) x 是 正则 基数 可 用 公式 p(x) 表示 如 下 : 
Zz 是 基数 和 人 Vfvy E z(j 是 定义 在 y 上 的 函数 一 


/不 是 到 a 上 的 满 身 )。 Pe 
这 同样 是 一 个 IT 公式 ,证 明 与 (1) 类 似 。 
(3) Zz 是 不 可 达 基 数 可 用 公式 ole) 表示 为 : 
x 是 正则 基数 AVy € z(y 是 基数 一 2y < z)。 (7.73) 


p(x) 同样 是 L 公式 。 我 们 已 经 验证 “z 是 正则 基数 ”"，“y 是 基数 ”相对 
于 Vi, 是 绝对 的 。 考 虑 到 k 是 不 可 达 的 ， 所 以 对 任意 基数 入 < K, D <k, 
所 以 P(A) E€ Vi, PLA p(x) 对 于 Ve 是 绝对 的 。 

O 
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7.8.7. 引 理 如 果 ZFC 一 致 ， 则 ZFC+ “不 存在 不 可 达 基 数 ” 也 是 一 致 
的 ， 即 


Con(ZFC) 一 Con(ZFC + “不 存在 不 可 达 基 数 ”)。 (7.74) 


证 明 . 如 果 s 是 最 小 的 不 可 达 基 数 , 则 V = ZEFC 二 “不 存在 不 可 达 基 数 ”。 
但 是 ， 由 于 ZFC 不 能 证 明 存在 不 可 达 基 数 ， 所 以 也 无 法 定义 最 小 的 不 可 达 
基数 。 不 过 我 们 有 以 下 策略 : 定义 

M = 门 {Vi | « 是 不 可 达 基 数 } 。 (7.75) 
如 果 存 在 不 可 达 基 数 ， 则 M = V,, HP wk 是 最 小 的 不 可 达 基 数 ; 
如 果 不 存 在 不 可 达 基 数 ， 则 M = V。 无 论 是 哪 种 情况 ， 都 有 M 上 
ZFC + “不 存在 不 可 达 基 数 ”。 口 


引 理 7.8.7 蕴 涵 推 论 7.8.5， 但 没有 使 用 哥 德 尔 定理 。 


既然 ZFC 不 能 证 明 不 可 达 基 数 的 存在 ， 那 唯一 的 希望 就 是 能 在 ZFC 
中 生成 ZFC+“ 存 在 不 可 达 基 数 ” 的 模型 ， 从 而 证 明 “ 存 在 不 可 达 基 数 ” 
相对 于 ZFC 的 相对 一 致 性 。 不 幸 的 是 这 也 不 能 达到 。 


7.8.8. 推论 在 ZFC 中 不 能 生成 ZFC+ “存在 不 可 达 基 数 ” 的 模型 ， 所 以 
Con(ZFC) 不 冀 涵 Con(ZFC + “存在 不 可 达 基 数 ”)。 


WEAR. 反 设 Con(ZFC) 一 Con(ZFC + “存在 不 可 达 基 数 ”)。 工 作 于 
ZFC 二 “存在 不 可 达 基 数 ” 中 , 根据 定理 7.8.4, 我 们 可 以 证 明 Con(ZFC)。 
由 假设 ， 这 意味 着 


ZFC + “存在 不 可 达 基 数 ” F Con(ZFC + “存在 不 可 达 基数 ”)，(7.76) 
与 哥 德 尔 第 二 不 完全 性 定理 矛盾 。 口 
接 下 来 我 们 讨论 另 一 类 模型 。 
7.8.9. 定义 对 任意 无 穷 基数 k, Hy, = {2 | |trcl(z)| < K}o 
H, 的 元 素 称 为 遗传 基数 小 于 ko H, 的 元 素 称 为 遗传 有 穷 集 。 瓦 ， 的 


元 素 称 为 遗传 可 数 集 。 
对 任意 基数 k, He WEES, HX: 
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7.8.10. 引 理 对 任意 无 穷 基 数 k, Ay C Veo 


WEAR. 任 取 x € He, FUE rank(z) < ko $ t = trel(x) 而 9 = 
{rank(y) | y € t}; 所 以 , S C On。 我 们 首先 验证 S 是 一 个 序数 。 令 a 是 最 小 
的 不 属于 S 的 序数 , 所 以 a CS. MRaAS, SB Amin{fyEeS|a<y}eo 
取 PRA 8 的 元 素 y， 因 为 土 是 传递 的 ， 所 以 对 任意 zEy，z Et， 所 以 
rank(z) € S, H a 的 定义 ，rank(z) < a。 这 样 ， 


rank(y) = sup {rank(z) +1|zey}<a, (7.77) 
矛盾。 所 以 a = So AW jt| < ,所 以 a <k; Rae Ct cv, 所 以 
rank(Z) <a@ < Ke 口 


7.8.11. 引 理 w$ k EM, He =V, 当 且 仅 当 k 是 不 可 达 的 。 


证 明 . 如 果 s 是 不 可 达 的 ,我 们 只 需 证 明 Ve CH, AG, MAA a < 
可 以 证 明 


Va < K(|Val < K)o (7.78) 
假设 zx € Ve, BP rank(z) = a < «K, M trcl(z) C WV， 而 这 又 蕴涵 
ltrcl(z)| < s, Pr x € Ayo 

WR & 不 是 不 可 达 的 , BA <n, WE 2 >, 则 P(X) E VW 一 Hs。 口 


以 下 是 H, 的 一 些 基本 性 质 : 


7.8.12. 引 理 对 任意 无 穷 基数 ， 
(1) Ay, 是 传递 的 ， 
(2) H.NOn=k,; 
(3) 如 果 zEH, 则 (zeH,; 
(4) 如 果 z,y eH H {x,y} E H; 
(5) 如 果 ze 万 .而 VCz， 则 ye 万 ; 
(6) ”如果 是 正则 的 ， 则 Vz(z e He Ox CH. A|z| < m)。 


WERA. (1) WR z ey, W trel(x) C trcl(y)， 所 以 y € H 蕴涵 
x € Hpo 
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(2) 由 于 a= tred(a), PMA a<r HHNH a€ Aye 

(3) trcl(Uz) C trcl(z)， 所 以 命题 成 立 。 

(4) trcl({z,y}) C trel(x) Utrel(y), M |trcl(z) Utrel(y)| < Ko 
(5) WR y Ca, Ml trel(y) C trel(x), 同 (1) 。 


(6) 由 引 理 7.2.13 (3), trel(x) = UL {trel(y) | y € £}, MR r c Hy 
FFA |z| < <， 则 trcl(z) ELF k 个 基数 小 于 k 的 集合 的 并 ， 考虑 到 k 是 
正则 的 ， 由 选择 公理 ，|trcl(z)| < Ko 口 


在 ZFC 中 可 以 证 明 (定理 7.8.1): 如 果 a > w 是 极限 序数 ， 则 
Va = ZC. Alb, WR s >w 是 正则 基数 ， 则 H, H ZFC — Pow。 


7.8.13. 定理 p$ rs 是 不 可 数 正则 基数 ， 则 A, 是 ZFC — Pow 的 模型 。 


WERA. SEAH (A, 是 传递 的 ) 和 基础 公理 CA, C Ve) 显然 成 立 。 比 照 
Vo 和 WEF 的 情况 ， 应 用 引 理 7.8.12， 可 以 验证 除 无 穷 公理 和 选择 公理 以 外 
的 公理 : (3) 证 明 并 集 公理 在 He 中 为 真 ，(4) 证 明 对 集 公 理 ，(5) 证 明 分 
离 公理 模式 ， 而 (6) 则 证 明 替 换 公 理 在 H, PAH. 

对 于 选择 公理 ， 由 于 良 序 对 He 是 绝对 的 ， 所 以 我 们 只 需 证 明 : 


VX EH.IRE H,(R 是 XX 上 的 良 序 )。 (7.79) 


注意 ， 我 们 工作 于 ZFC 中 ， 所 以 这 里 假定 了 选择 公理 在 V 中 成 立 。 任 取 
XéeH,, 忆 ECXxX 是 其 上 的 良 序 ， 则 由 引 理 7.8.12 (4), RC He, 再 
由 引 理 7.8.12 的 (6), RE Hy 

最 后 ， 无 穷 公理 成 立 是 因为 w eE Hye 口 


7.8.14. 定理 wR k 是 不 可 数 正则 基数 ， 以 下 命题 等 价 : 
GQ) A, 满足 ZFC ; 
(2) He=Ve; 
(3) k 是 不 可 达 的 。 


WERA. 引 理 7.8.11 证 明了 (2) 当 且 仅 当 (3)。 我 们 以 下 证 明 (1) 当 且 仅 当 
(2) ,如果 A, = WV.， 则 由 定理 7.8.4， 五 . F ZFC; MRA, A Vp, Wa A 
是 不 可 达 的 ， 所 以 存在 入 < kw，2* >r, BAE H, 但 是 P(A) g He, BE 
公理 在 He 中 不 成 立 。 口 
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以 上 定理 表明 ， 如 果 s 是 不 可 达 基 数 ， 则 A, = 你 ， 本 节 所 有 关于 Ve 
的 结果 都 对 五 , 成 立 。 例 如 ， 我 们 同样 可 以 使 用 A, 证 明 在 ZFC 内 不 能 证 
明 “ 存 在 不 可 达 基 数 ”， 也 不 能 证 明 “ 存 在 不 可 达 基 数 ” 的 相对 一 致 性 。 


如 果 正 则 基数 « 不 是 不 可 达 基 数 ， 则 在 ZFC 内 可 以 证 明 
HF ZEC — Pow 十 -Pow， (7.80) 
所 以 ， 我 们 有 
Con(ZFC) — Con(ZFC — Pow + -Pow)。 


ATLA, EADAE ZFC 的 其 他 公理 推出 。 如 果 令 s= wi， 我 们 有 以 
下 更 强 的 命题 : 


7.8.15. 推论 Con(ZFC) 一 Con(ZFC — Pow + Va(x 是 可 数 的 ))。 


证 明 . 在 ZFC 中 , 定义 ZFC- Pow 的 模型 Ho, WR ze Hu, 则 zz 是 可 
数 的 。 并且 任何 由 w 到 xz 上 的 函数 都 在 瓦 ,中 , 所 以 (£ ENAH). O 


7.9 反映 定理 


上 一 市 的 讨论 表明 ， 除 非 a 是 不 可 达 基 数 ， 否 则 Va 不能“ 反映” V 
的 全 貌 : 对 任意 这 样 的 Va, MAEHE V 中 成 立 的 性 质 在 Va 中 不 成 立 。 
例如 ， 无穷 公理 在 Vy PRR, Voro MWERA, SE. He 的 情况 
也 一 样 。 

本 节 则 是 要 讨论 另 一 个 方向 : 对 任意 具体 的 性 质 wp， 如果 y 在 V 中 成 
立 ， 是 否 总 能 找到 某 个 Va 满足 o 呢 ? 反 过 来 问 也 许 更 能 表现 这 个 问题 的 
BM: 是 否 有 一 个 性 质 », ETE V 中 成 立 ， 但 在 所 有 Va 中 都 不 成 立 呢 ? 
反映 定理 对 此 给 出 了 否定 回答 : WR pl …… ,pn 是 有 穷 多 个 关于 V 性 质 ， 
则 总 存在 足够 大 的 Va 使 得 这 些 性 质 在 Va 中 成 立 。 此 时 我 们 说 关于 V 的 
性 质 pl ,pn 反映 在 Va Po 

这 个 定理 与 洛 文海 姆 - 司 寇 伦 定 理 (7.1.10) 密切 相关 。 回 忆 初 等 子 模 
型 的 概念 (定义 7.1.5)， 事 实 上 我 们 可 以 对 “任意 公式 ”加 以 限制 。 例 如 ， 
WR MON 都 是 集合 论 模型 ， 并 且 对 任意 L 公式 ylti ,zn)， 任 意 
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aan EM, WA M E pja, jan] 当 且 仅 当 N E plai- ,an]， 则 
称 M 是 的 N 的 3- 初等 子 模型 ， 记 作 M <s, No 

类 似 地 ， 如 果 F 是 集合 论语 言 的 公式 集 ， 并 且 对 任意 yp(z1,… ,zn) € 
F, 任意 @1,…,an E M, WA M F oa ,an] 当 且 仅 当 NE 
plar,- ,Qn], WES M 是 的 NN 的 相对 于 下 的 初等 子 模型 , 则 记 作 M <p No 

利用 这 些 术 语 ， 反 映 定理 则 可 表述 为 ， 对 任意 有 穷 的 集合 论 公 式 集 F, 
总 存在 Va 使 得 Va <p V。 如 果 还 假设 选择 公理 ， 则 可 以 进一步 证 明 存 在 
可 数 的 M 使 得 M <p Vo 

当然 ， 利 用 绝对 性 的 概念 ， 反 映 定理 还 可 表述 为 : 对 任意 有 穷 的 公式 
SEF = {p1 ,prn}， 总 存在 Va 使 得 ol ,pn 相对 于 Va 是 绝对 的 。 

以 下 引 理 是 引 理 7.1.7 的 “集合 论 版 本 ”， 证 明 也 完全 相似 。 


7.9.1. 引 理 令 M CN 蕴 是 类 ，y1,… ,pn 是 对 子 公 式 封闭 的 序列 ， 即 ， 
序列 中 每 一 公式 的 子 公 式 也 在 这 个 序列 中 ， 则 以 下 命题 等 价 : 


G) yp1,… ,pn 相对 于 M Fo N Bat | 
(2) 如果 yi 是 形 如 Irolt, yn Ym) 的 公式 ， 则 


V21 Ym E M(ar € Ng? (7, Yi, Um) > (7.81) 
Jz € My (x, y1, ete ,Ym))e 


证 明 . 取 定 y,… ,ym E M, 假设 Se © NoN (x,y, ,ym)， 而 这 正 是 
ON, Hy; 的 绝对 性 ， 它 等 价 于 pM， 此 即 Ser € My! (zx,,… ,ym)， 根 
Emi, yp; 属于 公式 序列 ， 所 以 也 是 绝对 的 ， 所 以 ， 以 上 公式 等 价 于 
de € Myf (z, y1, ,Ym)e 

下 面 我 们 用 归纳 法 证 明 w; 的 绝对 性 。 假 设 我 们 已 经 证 明 mw; 的 所 有 子 
公式 是 相对 于 M,N 绝对 的 。 如 果 gpi 是 原子 公式 或 -Wi 或 四 pr, 
果 显 然 成 立 。 

假设 pi 形 如 Ary;(z,y1,--- ,ym)， 先 证 容易 的 方向 。 如 果 对 任意 
Yi Ym E M, Ix € MyM (x,y, ym), WAA MCN, 以 及 y; 
是 绝对 的 ,我 们 有 Ix € NoN (x, y1, ,ym)。 

反 过 来 , 假设 3z € NyN(z,,… Ym), BENEI p; 的 绝对 性 ,结果 


立 得 。 口 
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7.9.2. RARE (ZF) 对 任意 有 穷 公式 集 F ={y1,---, Gn}, TEE Vas 
存在 Va 满足 Va CVa 并 且 p1, ,pn 相对 于 Va 是 绝对 的 。 


WEAR. 我 们 将 应 用 引 理 7.9.1。 不 妨 假设 yp1,… , pn 是 对 子 公 式 封闭 的 。 


对 F 中 每 一 形 如 Arp; (r,y1.°°° Um) 的 公式 Pis 对 任意 Yl Ym, 
令 U; = {x | ypY(z,1,… ,ym)}， 注 意 ，U; 不 一 定 是 集合 。 由 此 我 们 定义 
函数 hp, : V > V H: ho(0 Ym) = Ve, HY Ve ÆW Ui NV 40 
的 最 小 的 Veo WR Ary; (x, y ,ym) TE V 中 不 成 立 ， 即 U; = 0, WW 
S hy, (1,… ,ym) = Voo TERME) hy, WE: 对 任意 y,---.ym, WR 
Ary; (r,y1,-*+ Ym), M Ar € by, (Wi ,Ym)Pi(T, Y1; ,ym)。 所 以 函数 
hy, 相当 于 洛 文海 姆 - 司 寇 伦 定理 中 的 司 寇 伦 函 数 。 


接 下 来 定义 
he(y1,--- Ym) =) {ho (V1 ,Ym) | pi € F}, (7.82) 


则 he 等 于 某 个 V,, HAMAS F 中 每 一 形 如 Iry,(z,y1,---,ym) 的 
公式 yi € F, MER 由 ,ym， 如 果 3ry;(z,y1,--- ,ym)， 则 ar € 
hr (Y1, ,Ym)Pi(T, Y1 ,Ym)o 

MERE Va, ŽIEN Vi, iew 如 下 : 


(1) vV =Va; 
(2) Vit! = Vi UU {he(y Ym) | Yi Ym E Vie}; 
(3) 最 后 ， T Vo= Ucu Vio 


注意 到 ，Vs 相当 于 Va 的 (相对 于 F 中 公式 的 ) 司 寇 伦 壳 。 

TA, p 是 极限 序数 ， 并 且 大 于 等 于 a。 最 后 我 们 证 明 : 任意 F 中 的 
公式 pi 都 对 Va 是 绝对 的 。 

首先 ， 原 子 公 式 对 任意 传递 模型 都 是 绝对 的 。 其 次 ， 如 果 gi 
形 如 3zpj(z;,… ,ym)， 则 对 任意 yi- ,ym E Va, WR Jx E€ 
Voj;(T, y ss 则 Ag E€ Yepji(z; Y1: ,Ym)e 由 引 理 T-9.1; p 对 Vg 
绝对 。 口 


定理 7.9.2 中 的 w; 可 以 为 语句 ， 所 以 
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7.9.3. 推论 (ZF) + F={o1,--:,on} 为 ZE 公理 的 有 穷 子 集 ， 则 


VodB > a(o 入 .….Aarva)。 (7.83) 


证 明 . 由 定理 7.9.2， 我 们 可 以 证 明 ， 对 任意 o e F, MEM w,， 存 在 6 > a 
使 得 of 当 且 仅 当 ui。 又 由 于 o; 是 ZF WAH, MU ZF H oy. 口 


反映 定理 的 的 另 一 个 推论 是 ZF, ZFC 都 是 不 能 有 穷 可 公理 化 的 。 


7.9.4. 推论 4 F={o1,---,on} A ZF 公理 的 有 穷 子 集 ， 除 非 ZF 是 不 一 
致 的 ， 否 则 F 不 能 证 明 ZF 的 所 有 公理 。 


证 明 . 由 推论 7.9.3， 我 们 在 ZF 内 可 以 证 明 F 存在 一 个 模型 Vao K 下 
可 以 证 明 ZF PRA AEE, M Vs 是 ZF 的 模型 。 这 样 ， 我们 就 在 ZF 中 证 
明了 存在 ZF 的 模型 ， 与 哥 德 尔 第 二 不 完全 性 定理 矛盾 。 口 


7.9.5. 注 推论 7.9.4 对 ZF 的 扩张 也 成 立 ， 例 如 ZFC. 


本 节 一 开始 就 提 到 ， 假 设 选择 公理 成 立 ， 我 们 可 以 把 反映 定理 7.9.2 加 
TRA: 存在 一 个 可 数 的 模型 M, POP M 是 绝对 的 。 不 过 ， 此 时 M 不 能 
是 Ve, AWRA Vo 是 可 数 的 。M 也 不 能 是 传递 的 ， 因 为 寡 集 运算 对 可 数 
传递 模型 不 是 绝对 的 。 


7.9.6. 定理 (ZFC) 对 任意 有 穷 公式 集 F = {gp1,… ,pn}， 对 任意 集合 NN， 
存在 集合 M 使 得 

GQ) NCM; 

(2) pi- ,pn 相对 于 (M,€) 是 绝对 的 | 

(3) |M|<|N|-w; 

(4) 特别 地 ， 如 果 N 是 至 多 可 数 的 ， 则 JM 是 可 数 的 。 


证 明 . 与 洛 文海 姆 - 司 寇 伦 定理 7.1.10 和 反映 定理 7.9.2 相 似 ,不 妨 假设 下 是 
对 子 公 式 封 闭 的 。 
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利用 选择 公理 ,对 F 中 每 一 形 如 ryj, 加 Ym) 的 公式 wz， 对 任 
Boy ,ym， 分 别 定 义 pi 的 司 寇 伦 函数 ho, (1,… ,ym)。( 反 映 定理 的 
证 明之 所 以 可 避免 选择 公理 ， 是 因为 我 们 利用 了 序数 上 的 良 序 。) 假设 Hr 
AXA A FEC MANE, mMM = Xp(N) AN 的 相对 于 下 的 司 寇 伦 
过 ， 则 对 每 一 yp; e F, WA p 是 相对 于 (MM €) 绝对 的 。 而 且 ， 不 难看 出 
IM| < |N|:|L|:w。 由 于 集合 论语 言 C 是 可 数 的 ， 因 此 |M|<|N|-w O 

虽然 可 数 模型 M 不 是 传递 的 ， 但 利用 葛 斯 托 夫 斯 基 雨 塌 定 理 7.6.15， 
我 们 可 以 找到 与 其 同 构 的 传递 模型 。 

接 下 来 我 们 对 定理 7.9.6 中 的 M 应 用 莫 斯 托 夫 斯 基 博 塌 定 理 ， 从 而 得 到 
一 个 可 数 传递 模型 。 


7.9.7. 推论 (ZFC) 对 任意 有 穷 公式 集 F= {yp1,… ,pn}， 对 任意 传递 集 
合 N， 存 在 M 满足 : 

GQ) NCM; 

(2) ”yp1,… ,pn 相对 于 (M,€) 是 绝对 的 ; 

(3) |M|<|N|-w; 

(4) 特别 地 ， 如 果 N 是 至 多 可 数 的 ， 则 JM 是 可 数 的 ; 

(5) M 是 传递 的 。 
证 明 . 不 妨 假设 外 延 公 理 属 于 下 。 定 理 7.9.6 使 我 们 得 到 满足 (1) - (4) 的 
模型 (M'e), WE c 在 M' 上 是 似 集合 的 、 良 基 的 。 又 由 于 外 延 公理 
在 V 中 成 立 ， 所 以 在 (M'e) 中 也 成 立 ， 即 (M’,<) 是 外 延 的 。 这 就 表明 
(M', €) 满足 莫 斯 托 夫 斯 基 定 理 7.6.15 的 所 有 条 件 ， 所 以 存在 传递 模型 M 使 
得 G: M' > M 是 同 构 。 根 据 同 构 的 性 质 ， 不 难看 出 M 满足 (2) - (5)。 

为 证 明 (1) ， 注 意 到 对 任意 ze N, G) = {G(y) |yeNAyEex}e 

由 于 N 是 传递 的 , 所 以 G) = {Gly)|lyez}=z, 即 NCM。 口 


7.10 习题 


7.10.1. 证 明 引 理 7.1.9， 即 ， 令 是 集合 论 模型 ，5 是 N 的 子 集 ， 如 果 
M=H(S) 是 S Walks, W M < N。 
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7.10.2， 对 任意 集合 zx e WE， 如 果 rank(z) =a, N £C Va, c¢Va, 并 
且 对 任意 y> ae，ze Vyeo 


7.10.3. 证 明 引 理 7.2.5， 即 
(1) Va = {x € WF | rank(z) < a}; 
(2) WF 是 传递 的 ， 即 ， 对 任意 wy e WF, WR rey, ce WF; 


(3) 对 任意 z,y € WF, WR zey, N rank(z) < rank(y); 


(4) 对 任意 ye WF, rank(y) = sup {rank(z) +1|2 €y} 


7.10.4. 证 明 引 理 7.2.7， 即 


(1) 假设 ze WF, Wl Ur, P(r) 以 及 {x} 属于 WE， 并 且 它 们 的 
秩 都 小 于 rank(z) +w; 


(2) WA aye WF, M rxy, Uy, any, {x,y}, (x,y), £” 都 
属于 WF， 并 且 它 们 的 秩 都 小 于 rank(z) + rank(y) +w; 
(3) 整数 乙 ， 有 理 数 Q 和 实数 R 都 属于 Vis; 


(4) 对 任意 集合 z，x e WF 当日 仅 当 vc WF. 


7.10.5. WEH: 对 任意 拓扑 空间 了， 存在 WF 中 的 拓扑 空间 T 与 7 同 胚 。 


7.10.6. 证 明 引 理 7.4.5: $ M C N 皆 为 传递 的 ，wW%(zo,...,zn) 为 集合 论语 
言 的 公式 ， 则 
(1) WR y Æ Ao 公式 ， 则 它 对 于 M,N 是 绝对 的 ; 
(2) MR p eX, 公式 ， 则 
Vary -VEn (YM (a1,...,;2n) > YN (a1,...,2n))} 
(3) WR y Æ 公式 ， 则 


Vary se -Ven (Y™ (a1, vës Zn) =F Ws ,Zn))。 


7.10.7. 证 明 莫 斯 托 夫 斯 基 定 理 中 的 M 和 G 都 是 唯一 的 。 
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7.10.8. 证 明 以 下 概念 对 任意 ZF — Pow 的 传递 模型 是 绝对 的 : 
(1) X<, BUX 上 所 有 有 穷 序 列 的 集合 ; 
(2) a+; 
(3) a-B; 
(4) a? (FRRO); 
(5) rank(z)， 即 rank(z, V, €); 
(6) trcl(z)。 


7.10.9. 证 明 Vy F ZF — Inf + Info 


7.10.10. 证 明 命 题 7.8.3， 即 ZC 不 能 证 明 “V 存在 ”; ZC 不 能 证 明 “ 对 任 
意 z，trcl(z) FE’. EE : 找到 一 个 模型 N 使 得 NF ZC 2A V, gN. 
对 于 trcl(z) 也 类 似 。] 


7.10.11， 对 任意 基数 k > w，H 上 Z 一 Pow。 
7.10.12. 证 明 “R 是 良 基 的 ”对 ZF 一 Pow 的 所 有 传递 模型 是 绝对 的 。 


7.10.13. WR (On, €) 看 作 一 个 结构 ， 请 问 ZFC 的 哪些 公理 在 其 中 成 
立 ? 哪些 不 成 立 ? 


7.10.14. 证 明 在 Voro 中 ， 替 换 公理 不 成 立 ， 所 以 命题 “每 一 良 序 集 同 构 于 
一 个 序数 ”不 成 立 。 


7.10.15. 令 XEeWE, 则 和 是 可 良 序 化 的 当 且 仅 当 (X 是 可 良 序 化 的 )wF ， 
由 此 证 明 AC 蕴涵 (AC)wF， 及 Con(ZFC-) 一 Con(ZFC). 


7.10.16. 假设 下 = {yg1,… ,pn} 是 ZF 公理 的 有 穷 子 集 ， 并 且 F 可 以 推出 
ZF 的 所 有 公理 。 同 时 假设 6 是 使 得 Va 满足 F 的 最 小 的 Bo WH: ZF 的 
定理 “存在 a 使 得 Va E F” 在 Vs 中 不 成 立 , 所 以 第 一 个 满足 王 的 Vi 不 是 
ZF 模型 。 这 给 出 了 推论 7.9.4 的 另 一 个 证 明 。[ 注 意 ， 你 需要 用 引 理 7.7.9 证 
WV, 对 Va 是 绝对 的 。] 
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7.10.17. 假设 U = Uscon Ua 是 类 ， 并 且 满 足以 下 条 件 


(1) 对 每 一 a，U。 是 集合 ; 
(2) wW a< ZB, MU. Cc Ug; 
(3) WR y 是 极限 序数 ，Ve = Urey Uae 
WRH U RË V, Ua 代替 Va, 证 明 反 映 定理 依然 成 立 。 


7.10.18. 对 任意 公式 p, 存在 序数 的 无 界 闭 集 C,。 ,使 得 对 任意 a € Cy, Va 
反映 p, BI yp X} Va 是 绝对 的 。 


7.10.19. 假设 M 是 集合 论 的 传递 模型 ， 则 
(1) 如 果 MEF|X|<|Y|, 则 |X|< |Yl; 
(2) WR acM HA a 是 基数 ， 则 (a AER)”. 
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B/E 可 构成 集 


加 入 公理 A (V = 工 ) 似乎 是 对 集合 论 公理 的 一 个 自然 的 完 
备 化 ， 因 为 它 以 一 种 确定 无 疑 的 方式 决定 了 任意 无 穷 这 一 模糊 概 


A 


So 


库 尔 特 ， 哥 德尔 


前 面 已 经 多 次 提 到 ， 康 托 的 连续 统 假设 是 推动 集合 论 发 展 的 主要 动 
力 。 本 章 将 讨论 可 构成 集 的 类 工 ， 哥 德尔 用 此 得 出 连续 统 假设 的 否定 不 能 
在 ZFC 中 证 明 。 


8.1 可 定义 性 与 哥 德 尔 运算 
8.1.1. RE eA ŽAN, XCM” 
X= {(zi sia) | (Y™ (zi ny ,Ym))} x (8.1) 


为 了 构造 可 德尔 的 工 ， 我 们 必须 使 用 
M 的 所 有 相对 于 M 通过 参数 可 定义 的 子 集 
这 一 概念 ， 通 常 记 作 Def(M)， 即 : 


Def(M) = {X CM | 存在 公式 y, 


8.2 
X 相对 于 M hy 通过 参数 可 定义 }。 EP 
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接 下 来 我 们 就 讨论 如 何 用 集合 论 的 形式 语言 刻画 函数 Def(M)， 并 且 证 
明 它 对 ZF 的 传递 模型 是 绝对 的 。 

我 们 这 里 采用 的 方法 是 哥 德 尔 最 初 使 用 的 办 法 ， 对 于 没有 数理 逻辑 
背景 的 读者 更 容易 理解 一 些 。 这 一 方法 的 主要 思想 是 : 首先 注意 到 对 任 
意 集合 M, ERAR y, M 是 Ao 公式 ， 这 就 意味 着 由 它 生成 的 子 集 
Y = {z eM|yw(z)} 可 以 由 一 系列 基本 的 运算 及 其 复合 得 到 ， 而 这 些 运 
算 本 身 相对 于 传递 模型 都 是 绝对 的 。 


8.1.2. 定义 以 下 运算 称 为 哥 德 尔 运算 : 


Gi(X,Y) = {X,Y}; 

G2(X,Y) =X xY; 

G3(X,Y)= ef Xx Y={(u,v)|uEeXAvEY Aue rv}; 

G4(X,Y) =X -Y; 

G;(X,Y)=xXNY; 

Ge(X,Y) =()X; 

G7(X,Y) = dom(X); 

Gs(X, Y) = {(z,y) | (yz) € X}; 

Go(X,Y) = {(a,y, 2) | (w,2,y) E€ X}; 

Gio(X, Y) = {(2,y, 2) | (y,z,7) E X} o . 
称 类 CO 是 对 于 哥 德 尔 运算 封闭 的 ， 如 果 对 任意 X,Y, X,Y €E C BA 


Gi(X,Y) EeE C， 其 中 1 <i<10。 对 任意 集合 M，clc(M) 表示 M HBB 
尔 闭 包 ， 即 包含 M 并 且 对 哥 德 尔 运算 封闭 的 最 小 集合 。 


8.1.3. 定义 满足 以 下 条 件 的 公式 y 称 为 范式 : 
(1) 中 的 逻辑 符号 只 有 一 ,人 和， 
(2) ”= 不 出 现 于 儿 F; 
(3) krer AFTY t, Miji 


(4) 习 只 以 这 样 的 形式 出 现 : Fema € Zip(T1,… Emy) HYP 
1<i<m 
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8.1.4. 引 理 每 一 Au 公式 都 可 改写 成 范式 ， 即 ， 对 任意 Ao AA y, FE 
AW, RATES ASHPEABHBORYD, Divo. 


证 明 . 对 于 1), y > p 逻辑 等 值 于 (yA), VV > 逻辑 等 值 于 
(=p A ay), Vay 逻辑 等 值 于 -3z-p。 同 样 ， 通 过 更 换 约束 变 元 的 下 标 ， 
可 以 满足 (4) 的 要 求 。 如 果 出 现 zi e wm ， 则 将 其 替换 为 3zk € zi(zk = zi)， 
其 中 大 足够 大 ， 这 样 (3) 也 可 满足 。 这 些 都 是 只 用 纯 逻 辑 的 方法 即 可 
得 到 。 对 于 (2), WR wm = 2; 出现 ， 则 根据 外 延 公理 ， 将 其 蔡 换 为 
VT € Ti(T € £j) AVy E Tj(Y € Ti)e 口 


8.1.5. 定理 对 任意 Ao 公式 Y(t,- ,Zn)， 存 在 函数 G，G 是 哥 德 尔 运算 
的 复合 ， 并 且 对 任意 X,---,X,, 


G(Xi1,.…: ;Xn) ={(z1,.…: sB) | 
Ti E XLA ANATpn E Xn NYT1, ,Tn)}o 


WEAR. 由 引 理 8.1.4， 不 妨 假设 是 范式 。 我 们 对 y 的 复杂 度 做 归纳 。 


(1) Plan ,zn) 是 原子 公式 。 此 时 y WM zi € rj, ix jo BM 
再 对 n 用 归纳 法 证 明 。 


(a) 如 果 n = 2; 则 U(zi,Z2) 就 是 Tı E T2 或 T2 E T10 如 果 是 前 
者 ， S G=Gs, my 


G(X, X2) = G3(X1, X2) = {(x£1, v2) | 1 E€ X1 A T2 E€ X2 A T1 E€ T2} 0 
如 果 是 后 者 , 令 G(X1, X2) = G8(G3(X2, X1), X2), WA 
G(X, X2) = {(T1,72) | TX1 E€ X1 A T2 E€ X2 A T2 E€ T1} 0 
(b) 假设 > 2 并 且 ijn BIAB, FE G' 使 得 


G'(Xi, Xn=1) = {(z1;, Bnet) | 
£i EXIA 人 :AZn_IEXn lA 人 Ti E Tj}o 


令 G(X1,:: . Xn) = G2(G'(X1,--- nat) An) 则 


G(X1,.… Xn) = G(X1,.…: E x Xn 
= {(z1, jn) | 1 E X1 Att ATn E Xn ATi E Li}o 
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(c) iE n>2HtH ig An—1. H1(b), FEC 满足 


G(X1,:…: , Xn) = {(z1 ns Ün) | 
Tı E X1 Nt AEn E Xn A Ti E Tj }o 


”注意 到 
(x1, natak Tns Tn 1) = ((x1, Are ;La-—2)s Tns Pia) 


取 G(Xi,… ,Xn) = Go(G'(X1,.… , Xn), Xn-1), W 
G(XI ,Xn) = { (21, ,Tn) | £1 E X1 A+++ AEn E€ Xn A T; € Tj} 0 
(d) Bit n > 2 H i=n-1,j =n. {RH 1 (a), 
G3(Xn-1, Xn) = {(2n-1; En) | Tn_1 E€ Xn-1 A Tn E Xn ALn-1 E Ln} o 
反复 使 用 Ga， 我 们 得 到 G'， 使 得 
G' (X1; ,Xn) = G3(Xn-1, Xn) x (X1 X- x Xp_2) 


= 人 (1 (x1, one ,Zn _2)) | 


£1 E X1 Att- A Tn E Xn A Tn-1 E Tn} 
注意 到 
(Ca (z1, eon ,Ln—2)) = (TaI Bas (x1, i »In—2)); 


而 
(1,° ne Zn) = (lan: ER Engi Cr- Tae 


令 GXi ,Xn) = Gio(G'(X1,--- Xn), Xi), W 
G(X1,°** , Xn) = { (21, ,Tn) | 21 E X1 A+++ AEn E€ Xn A Tn-1 E Tn} 0 
(e) 假设 n > 2 #Ei=n,j=n-1. WARNS 1 (d) 完全 类 似 。 


(2) WwW(z En) 是 -p(x1,… ,zn)。 根 据 归纳 假设 ,已 经 有 运算 
G'( , Xn) 满足 


G'(Xi, Xn) = {(zl sn) | 
ZI1EXIA 人 AAAznEXnAop(z ,Tn)}o 


E G(X Xn) = G(X X XXn! (Xn, 则 
G(X, Kal = (wri Zn) | zi EXA Zn E Xn AYT ,nj 
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(3) p(z, R Bn) 是 Jo1(Zl， ose Zn) 和 人 po(r1, phi , Tn)e 由 归纳 假设 ， 
令 G FIG" 分 别 是 与 pl pa 相对 应 的 函数 ， 取 
G(X, et Xn) = G5(G'(X1, tae Xn), G" (Xi, IT Aao 
即 可 满足 要 求 。 


(4) Y(T e La) 是 公式 3zn+1 E Zip(Z1…， ,Tn+1)o 根据 归纳 假 
设 , $ G"(X1,… Xn) 是 与 » 对 应 的 函数 。 如 果 


Of (zi ,En41) 一 9(Z1 Zn+Hi) A Tntl E Zi, 
则 不 难 找到 G(X, Xn) 是 与 p 对 应 的 函数 。 如 果 令 
GD = (X1 x +++ x Xn) Ndom(G'(X1, +++ , Xn, J Xi)) 
= G5((X1 x -+ x Xn), G7(G' (Xi, --- , Xn, Go(Xi)), X1), 
我 们 证 明 
GCC) ={ci Zn)| 
T1 E X1 Att- A Tn E Xn AYT, ,Tn)}o 


由 于 (z1,… ,zn) E X1 X xxXn， 所 以 我 们 只 需 证 明 多 (z1,… ,zn) 当 且 
仅 当 


(Zi ,Tn) E domf(zi ,ZnZn+Hi)|zEXIA.…A 
En E Xn A Enpi E (JX: A yp (z1, Znti)h 
而 上 式 等 价 于 
Isnt (Tni E€ Li A (T1, Znti)AznHeLj Xi)o 
注意 到 tny € zi 蕴涵 Tny € UX;， 所 以 上 式 又 等 价 于 
Jznt1 E Tip(T1,*** ,Tnt1), 
而 这 就 是 Yo 口 
8.1.6. 推论 如 果 M 是 传递 的 并 且 cle(M) = M， 则 对 任意 Ay 公式 
YIT, Yn Ym), FERS XEM, EE yr, Ym EM, WR 
Y = {x E X | Y(T, Yh, ,Ym)}, 
则 YE M。 也 就 是 说 Ao 分离 公理 模式 在 M PAA. 


187 


集合 论 


证 明 . 根据 定理 8.1.5， 存 在 哥 德 尔 运 算 的 复合 G， 使 得 
G(X, {u} {Ym }) = 
{(@, y, Ym) jz € XAW(2,Y15°°* ,Ym)}o 


WR m = 1， 容 易 看 出 Y = dom(G) = Gr(G)， 而 一 般 情况 则 可 多 次 应 用 
G7 得 到 。 由 于 M 对 哥 德 尔 运算 封闭 ， 所 以 Y € M。 口 


(8.3) 


该 推论 的 证 明 实 际 给 出 了 更 强 的 结果 ， 即 ， 如 果 yle y ,ym) 是 
Ao 公式 ， 则 存在 哥 德 尔 运算 的 复合 G 使 得 : 


G(X, {yi} ++ {Ym}) = {x E€ X | YL, Yi ,Ym)}o (8.4) 
8.1.7. 引 理 如 果 G(Xi,… Xn) 是 哥 德 尔 运算 的 组 合 ， 则 Z= 
G(Xi,… Xn) 等 价 于 一 个 Ao 公式 ， 所 以 G 相对 于 ZF 的 任意 传递 
模型 都 是 绝对 的 。 
证 明 . 我 们 对 G 的 复杂 度 做 归纳 。 


(1) G(X1,-++ , Xn) 是 某 个 Gio 

BLE, Z=G,, Go, Gs, Gs, Ge, Gr SUF Au 公式 已 经 在 前 一 
章 中 证 明 。 以 下 我 们 证 明 Z = G3, Gg, Go 和 Gio 都 可 由 Ao 公式 表述 ， 
因而 是 绝对 的 。 


© Gs: 取 公式 U(X, Y,Z) 为 


Yz € ZJz € XA E Y(r@eyAz=(az,y))A 
Yx € XVy E€ Y (z € y > Az € Z(z =(z,y))), 


WW Z = G(X, Y) 当 且 仪 当 Y(X,Y, Z)» 
。 Gs: RAR Y(X,Y, Z) 为 


Vz € Zdz € ran(X)Jy € dom(X)(z = (x, y))A 
vr € ran(X)Vy € dom(X)3z € Z(z = (z,y)), 


则 Z = G(X, Y) 当 且 仅 当 Y(X,Y, 2)。 
。 Ge 和 Gio 与 Gs 类 似 。 
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(2) G(X: Xn) 是 Fi(Xis e, Xn) ) Fin(X1,°°* , Xn) 的 复 
合 ， 而 对 任意 1 <i<m, F(X Xn) 都 是 哥 德 尔 运算 的 复合 ， 
H Z = F(X, ,Xn) 都 可 表示 为 Ao AX. 

由 于 Z = G(X, Xn) 可 表示 为 


Va € Z(x € G(X1,--+ ,Xn)) A Yz E€ G(X1,:, Xn)(T € Z), (8.5) 
所 以 我 们 只 需 证 明 以 下 命题 : 
(a) MR G(Xi,… ,Xn) 是 哥 德 尔 运算 的 复合 ， 则 r e 
G(X1,… ,Xn) 是 Ao AX. 
(b) 如 果 Y(T, Zi: as 2m) 是 Ao 公式 ， G(X Xn) 是 哥 德 尔 
运算 的 复合 ， 则 3z € G(Xi,--- , Xn)Y(T, £1, Em) 也 是 Ao 公式 。 
这 两 个 命题 可 以 对 G 的 复杂 度 施 归 纳 容易 地 得 到 ， 详 细 证 明 留 给 读 
者 。 口 


有 了 这 些 准 备 ， 我 们 就 可 以 用 哥 德 尔 运算 来 刻画 可 定义 性 。 


8.1.8. 定理 对 任意 传递 集 M, Def(M) =cle(MU{M})NP(M). 


WEAR. 任 取 y(z,y,… ,ym)， 首 先 注意 到 ， 对 任意 传递 集 M， 任 意 
Yis” ,Ym E M, UM (z, y itm) 是 Ao 公式 。 所 以 对 任意 X s M, 
如 果 X € Def(M), 即 存在 y, ,yn EM, 


X= {xe M | W (z, yn Ym) } 》 
则 由 推论 8.1.6 的 证 明 不 难看 出 ， 存 在 哥 德 尔 运算 的 复合 G， 使 得 X = 
G(M, {11}, s {Ym})e HETA, Def(M) C cle(M U1{M}))。 
反 过 来 ， 假 设 X € cle(MU{M}), FH X c M， 即 存在 函数 
G(M, yi Ym)» 其 中 YUm EM, G 是 哥 德 尔 运算 的 组 合 ， 


H G(M,y1 +++ ,ym) = 和 。 由 引 理 8.1.7， 存 在 Ao 公式 p(x, M, Y1, , Ym) 
FMF G(M, yi +++ ,ym) =X, HA 


X = {x | p(z, M, y1,- +Ym)}e 


我 们 可 对 公式 ylz, M, Y, ,ym) RS, 将 其 中 3yeEM 或 WE M 写 
作 dy 或 Vy, 得 到 公式 p(T, 1 Um) 其 中 Yrs ,Ym M, 我 们 有 
WM (2, y1, ra ,Ym) 等 价 于 g(x, M, zx1,: xs Ën) 不 用 担心 p 包含 形 如 Jy ET 


189 


的 约束 量词 ， 因 为 M 是 传递 的 ， 所 以 3y e z 等 价 于 3ye MAye ao 这 
FF, 
X= {x | uM (s, y Ym) } > 


这 就 证 明了 X € Def(M)。 口 
8.1.9. 引 理 如 果 M 是 ZF 的 传递 模型 ， 则 对 任意 传递 集 M CM, Def(M) 
相对 于 M 是 绝对 的 。 

证 明 . 关键 是 要 证 明 运 算 clc(M) 是 绝对 的 。 递 归 定 义 函 数 Piw > VW: 


F(0)= M; 
F(n+1) = F(n) U {Gi(X, Y) | X,Y € F(n), i =1,--- , 10} © 


WW cle(M) = Uran(f)。 因 此 问题 转化 为 函数 F 的 绝对 性 。 根 据 定理 7.7.7， 
我 们 只 需 证 明 由 F(n) 构造 F(n +1) 的 运算 是 绝对 的 即 可 。 为 此 ， 注 意 到 
对 任意 Z,U, Z={G,(2,y)|2,y €U,i=1,--- ,10} 当 且 仅 当 


VzeEZazryEUz=Gicy)V:…VZz=Gio(zy))A 
VvzyEU3azeZz=Gizy)YV.…VYVz=Cio(z,y))。 


由 于 对 每 一 i，z = Gi 都 是 Au 公式 ， 所 以 上 式 也 是 Au 公式 。 这 就 证 明了 
如 果 M e M 是 传递 的 ， 则 cla(M) 相对 于 M 是 绝对 的 。 由 于 M 是 传递 
的 ， 所 以 


(x € Def(M))M © (z € cle(MU{M}) Ax C M)M 
4 (x € cle(M U {M}™ A (x C MM 
462 €cle(MU{M})ArCM 
© z € Def(M)« 


最 后 ，2 = Def(M) 当 且 仅 当 
Yr € Z(x € Def(M)) A VYy € Def(M)(x € Z)), 


因为 M e M 蕴涵 Def(M) S M， 所 以 以 上 公式 相对 于 M 是 绝对 的 。 口 


8.1.10. 引 理 对 任意 传递 集 M, 
(1) Def(M) C P(M) ; 
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(2) M C Def(M); 

(3) SHEE XCM, WRX AF, W X € Def(M); 

(4) 假设 选择 公理 成 立 ， 并 且 |M| > w， 则 |Def(M)| = |M|. 
WERA. (1) 显然 ; 


(2) 任 取 XeMYy={fzlzeMAlzeX)lesDef(M)。 事 实 上 
Y = G7(G3(M,{X}),M)o HF M 是 传递 的 ， 所 以 Y = Xo 


(3) 假设 XCM 并 且 X= {x1; tats 则 对 每 一 Zi» {x;} = 
Gi(zi,2:)> MRn=1, M X =Gi(a1,21); 假设 n= m 时 已 有 G 使 得 
X=G(r ,Tm), Wn=m+t1l1 时 , 


X= G4(M, G6(Gi(Ga(M, G(xi, eee Lm) )s G4(M, G1(®@m-+41,;2m41)))))° 


(4) 首先， 由 (3) 的 证 明 可 看 出 ， 对 任意 re M, {x} € Def(M), 
故 |M| < |Def(M)|。 男 一 方面 ， 考虑 引 理 8.1.9 中 的 函数 F, ADAH, 
|F(0)| = |M|, HEXER n, |F(n +1) < |(F(n)| + |(F(n) x F(n))"?| < 
|M!" | 所 以 lele(G = |Uran(F)| < |M<*|。 因 此 ,如 果 |M| > w， 则 
IM|= |M<“| > Def(M)。 


口 
8.2 哥 德 尔 的 工 
以 下 我 们 专注 于 哥 德 尔 可 构成 集 的 构造 。 
8.2.1. 定义 对 任意 ae， 我 们 递归 定义 序列 La wF: 
(i) Lo =0; 
(2) Less = Def(La) ; 
(3) 对 任意 极限 序数 a, La = UpsLp。 
同时 我 们 还 定义 
L= |) La l (8.6) 


aEOn 
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L 的 元 素 称 为 可 构成 集 。 


工 与 V 的 构造 不 同 ， 我 们 在 后 继 步 又 中 不 是 加 入 所 有 的 子 集 ， 而 是 加 
入 在 已 有 层 谱 中 可 定义 的 子 集 。 虽 然 如 此 ， 许 多 关于 Va 的 性 质 ， 如 果 它 的 
证 明 中 只 用 到 了 Va 的 某 些 可 定义 子 集 也 在 Vapi 中 ， 则 这 些 性 质 对 La 也 


是 成 立 的 。 


8.2.2. 引 理 对 任意 序数 a, 
G) 工 。 是 传递 的 ; 
(2) wRa<B, BM La C Lp 


(3) La © Vac 


证 明 . 如 果 a = 0, M (1), (2) 显然 成 立 。 假 设 命题 对 8 成 立 ， 并 且 
a=6+1, WL, = Def(Lg)。 由 引 理 8.1.10, Lg C La C P(Lg), 所 以 
(1), (2) 都 成 立 。 (3) 显然 。 口 
8.2.3. 定义 wR reL, Zz 在 工 中 的 秩 rankr(z) 定义 为 


rankr(z) = min{ | £ € Lyi} (8.7) 


8.2.4. 引 理 对 任意 a, 


La = {7x E L | rank, (£) < a} o (8.8) 


WEAR. 显然 。 口 


SV, 类 似 的 是 ， 如 果 z EL 上 征 rankr=6, 则 xzCLs,z9Lg, 但 
ZX E€ Ley. 而 与 Vo 不 同 的 是 ， 经 常会 有 以 下 情况 出 现 ，Lg 的 一 些 子 集 虽 
然 属 于 工 但 不 属于 Lsy1。 以 下 引 理 是 说 ， 这 种 情况 不 会 发 生 在 序数 身上 ， 
序数 在 工 和 V 中 的 位 置 是 一 样 的 。 
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8.2.5. 引 理 对 任意 序数 a, 
G) LenOn=a; 


(2) ae€LAranky(a) = a 


证 明 . G) 施 归 纳 于 ao WÈ a = 0 或 a 是 极限 序数 ， 则 是 显然 的 。 
WR a =B68+1 并 且 ZInon = ps AW La CSP(Es) C P(Va), 所 以 
TenoncE 人 mon =aw， 另 一 方面 , 685= Lg NOn C LaNOn, MARN 
只 需 证 明 86 € L。， 而 这 又 只 需 证 明 8 e Def(Ze)。 


我 们 知道 “6 是 序数 ”对 任意 传递 集 是 绝对 的 ， 所 以 


B = LgNOn = {n € Lg | n 是 序数 } = {n € Lg | (n 是 序数 )22 } € Def(Lg)。 


(2) 由 (1); 任意 we Layi。 日 


8.2.6. 引 理 对 任意 序数 a, 


EDE = AEE: 


(2) La 的 任意 有 穷 子 集 属于 Losi; 
证 明 . 对 于 (1), La = {fzezu|l(z=z)c}。(2) 是 引 理 8.1.10 的 推论 。 O 


工 与 V 的 另 一 个 重要 不 同 是 ， 我 们 不 能 断言 实数 属于 工 ， 也 不 能 断言 
L 是 对 寡 运 算 封 闭 的。 然而 ， 对 于 自然 数 和 w, BNA 


8.2.7. 引 理 
(1) 对 任意 自然 数 m， = 二,; 
(2) Ly = Veo 
WERA. (1) 可 由 归纳 证 明 ; (2) 是 (1) 以 及 引 理 8.2.6 的 推论 。 口 


对 大 于 w 的 序数 a, BARE EA, Va I La 就 有 很 大 差别 。 
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8.2.8. 引 理 如 果 选 择 公理 成 立 ， 则 对 任意 a>w, |Lal= lalo 


证 明 . 使 用 超 穷 归 纳 ， 我 们 证 明 |Lal = lalo Bit a > w 并 且 对 任意 6 < a, 
8>w 一 |zpl = 18|。 这 首先 列 洱 着 如 果 B <a, |La| < lale (8< w 的 
情况 见 上 引 理 8.2.7。) WR a 是 极限 序数 ， 则 Ze = Usca Le, 是 lal 个 基 
BUF |a| 的 集合 的 并 ， 所 以 根据 选择 公理 ，|L。| < lal; 另 一 方面 ， 因 为 
aC La， 所 以 |L6| > jajo WR a = 8+1 是 后 继 序 数 ， 则 由 引 理 8.1.10， 
|La| = |Def(Lg)| = lal。 口 


以 上 引 理 8.2.8 表 明 ， 如 果 a >w, W |La] = [Va] 当 且 仅 当 a=. 
P(w) C V41， 而 我 们 又 没有 理由 相信 自然 数 的 任意 子 集 都 是 可 定义 的 ， 所 
A P(w) 很 可 能 不 是 工 的 子 集 。 如 果 Pw) ZL, WHER a >w, Ze 关公。 


8.2.9. 定理 L Žž ZF 的 模型 。 
证 明 . 存在 公理 、 外 延 公 理 、 无 穷 公 理 、 基 础 公理 (LCV) 都 是 平凡 的 。 


(1) 对 于 对 集 公 理 ， 如 果 a,b e L, IFE a, a,b € L。。 这 样 ， 
{a,b} 可 以 通过 定义 ， 因 此 属于 Lapio MHF c= {a,b} Æ Ao (o) 
公式 ， 所 以 对 集 公 理 对 工 的 相对 化 成 立 。 


(2) 分 离 公理 。 根 据 前 面 的 分 析 ， 我 们 需要 证 明 : 对 任 
BAK YT, TEn) BI Xiz ,zn E L, WHA Y = 
{x E€ X | Yt (z, £1, ,Tn)} E€ Le Ma 使 得 X,z1,… ,zn € La, W 
根据 可 构成 集 层 谱 的 定义 ，Y" = {z € La | £ E X Ayt (x, £1,- Balt 
属于 Ze， 因此 也 属于 工 。 但 问题 是 我 们 不 能 确定 了 = Y'。 这 要 
求助 于 反映 定理 7.9.2， 令 8 > aE y Xf Le 和 工 是 绝对 的 ， 则 
Y={reLlg|ceXAwp"*(z,21,--- ,Tn)} E€ Lar1e 


(3) 并 集 公 理 。 并 集 公理 的 相对 化 可 表示 为 YX € LEY € L(Y = 
UX)r。 由 于 Y= UX 是 Ao 公式 ， 因 而 是 绝对 的 ， 所 以 我 们 只 需 证 明 : 
对 任意 X e 工 ，UX e 工 。 如 果 X € L。， 则 由 于 La 是 传递 的 ， 所 以 
UX C La, S Y = {zeLo|3zeX(z ez)} (注意 到 定义 公式 是 AA 
A); W UX =Y € Laie 


(4) FEAH. FAX e 工 ， 我 们 只 需 证 明 : P(X)mEL e 工 。 由 于 
FE a, P(IX)ALC La, P(X)AL 可 由 Au 公式 在 La 中 定义 ， 因 此 属 
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(5) RAH. MERA ,任意 z,X € L, 假设 Yr e X3ly e 
LwW(z,y)， 我 们 只 需 证 明 : FEY EL, {y |3 e Xyt(z,y)} CY. w 
果 假 设 成 立 ， 则 集合 {y | dre Xwr(z,y)} 中 的 任意 元 素 y 都 属于 L, A 
HFE a, y E Ze。 取 这 些 a NEMA A, WY = Lyi 满足 条 件 ， 并 且 
YeL. 口 


8.3 可 构成 公理 与 相对 一 致 性 


为 了 证 明 工 还 是 选择 公理 和 广义 连续 统 假设 的 模型 ， 哥 德尔 引入 了 一 
条 新 的 公理 : 


8.3.1. 可 构成 公理 (JAR) 所 有 集合 都 是 可 构成 的 ， 即 ，V = 工 。 


直观 上 工 与 V (在 ZF F, VA WE.) 差距 很 大 , 但 在 ZF 中 , 我 
们 也 不 能 证 明 工 是 V 的 真子 类 。 事 实 上 ,在 ZF 中 可 以 证 明 (V = 工 ) 工 ， 
APL A V=aL 的 模型 。 又 由 于 工 也 是 ZF 的 模型 ， 因 此 ZF 十 V =L Æ 
一 致 的 。 

注意 到 (V = L). 实际 上 是 语句 

Vr € Lda € L(x € La)" 

由 于 Va € LJa(z € La) 显然 是 ZF 的 定理 ， 所 以 我 们 只 需 确认 zE La 相 
对 于 工 是 绝对 的 。 
8.3.2. 引 理 函数 am La 对 ZF 的 任何 传递 模型 都 是 绝对 的 。 


WERA. 由 工 的 定义 ， 此 函数 是 通过 超 穷 递 归 定 义 的 。 根 据 引 理 7.7.7， 我 们 
只 需 证 明 在 定义 中 使 用 的 运算 是 绝对 的 。 上 一 章 的 绝对 性 结果 表明 U 是 绝 
对 的 ; 而 引 理 8.1.9 证 明 Def 是 绝对 的 。 口 
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8.3.3. 定理 工 是 ZF 十 V =L 的 模型 。 


HERA. 由 引 理 8.3.2，(z € La) SARS zE La, MULEV=AL WR 
型 。 口 


这 样 我 们 就 证 明了 : 
8.3.4. 定理 Con(ZF) 一 Con(ZF + V = L). 
函数 La 的 绝对 性 有 一 些 有 用 的 推论 ， 我 们 简单 讨论 一 下 。 


8.3.5. 定理 假设 M 是 传递 的 真 类 并 且 是 ZF — Pow 的 模型 ， 则 
L=IMCM. 


证 明 . 首先 我 们 证 明 On CM: 任 取 序 数 a, 由 于 M ERX, Mg V, 所 
以 存在 x e M 使 得 rank(z) > aw。 又 由 于 秩 是 绝对 的 ， 所 以 rank(z) € M, 
而 M 是 传递 的 ， 所 以 a e Mo 这 样 ， 由 La 的 绝对 性 ， 
LM = {x € M | (Sa € On(re La))™} 
= {x | da E Onn M(z € LLNM)} 
{x | Sa € On(z € La)} 


I 
= 
人 


8.3.6. 定义 如 果 ZF 的 传递 模型 M 包含 所 有 序数 ， 则 称 M 是 内 模型 。 


以 上 定理 8.3.5 表 明 L 是 最 小 的 内 模型 。 接 下 来 我 们 对 传递 的 集合 模型 - 
证 明 类 似 的 结果 。 


8.3.7. 引 理 存在 ZF 一 Pow 的 有 穷 公理 集 {p ,如 }， 使 得 序数 、 秩 、 
La 对 {di, +++ ,Wn} 的 任意 传递 模型 都 是 绝对 的 。 


证 明 . 序数 的 绝对 性 是 通过 在 ZF - Pow 内 证 明 “a 是 序数 ”等 价 于 一 
个 Au 公式 得 到 的 ， 而 作为 ZF 一 Pow 的 定理 ,证 明 这 一 点 我 们 只 需 用 到 
ZF 一 Pow MARTE {yi1,… ,pm}。 因 此 对 任意 满足 {gy1,:… ,pm} 的 传 
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递 模 型 M， 序 数 都 是 绝对 的 。 秩 、L。 的 绝对 性 牵涉 到 递归 定义 ， 以 及 定义 
它们 的 性 质 的 绝对 性 ， 而 这 些 也 都 是 ZF - Pow 的 定理 ， 所 以 也 与 序数 的 
情况 类 似 。 最 终 取 {y ,ww} 为 这 些 有 穷 集合 的 并 。 口 


这 样 ， 定 理 8.3.5 可 以 更 为 形式 地 表述 如 下 : 对 任意 传递 模型 M， 以 下 
命题 是 ZF 的 定理 : 


M 是 传递 的 真 类 和 yyMA... 和 AWN 下 LCM。 
8.3.8. 引 理 如 果 M 是 传递 集 ， 则 MN On 是 序数 ， 并 且 是 最 小 的 不 属于 
M 的 序数 。 我 们 今后 记 此 序数 为 aM, 
证 明 . (EK ae MNOn, 由 于 M 传递 , 所 以 86<a 蕴 涵 heM。 o 


8.3.9. 定理 存在 ZF 一 Pow 公理 的 有 穷 子 集 {p Un} 满足 
VM(M 传递 AYM A---AYM => (Lam =L™ CM))。 (8.9) 


证 明 . & {v1,--- ,加 } 为 ZF — Pow 的 有 穷 子 集 ， 满 足 


(1) 序数 、 秩 、L。 对 {加 ,… Un} 的 任意 传递 模型 都 是 绝对 的 。 引 
理 8.3.7 保 证 了 这 一 点 。 


(2) Wi, Yn 可 以 证 明 不 存在 最 大 的 序数 。 


如 果 M 是 传递 的 ， FFA YM,- ,WU 成 立 ， 则 aM 是 极限 序数 ， 所 以 
Lam = Usem Lao 而 


IY={zeMlGasonzezra)”) = (J Lae 


aEM 


FELA Lam =LM C Mo o 
如 果 我 们 在 上 述 Yi, Un 中 加 入 命题 V = L， 则 立刻 得 到 : 
8.3.10. 定理 存在 ZF 一 Pow 十 V = 工 公 理 的 有 穷 子 集 [Y Uni} 满 
足 
(1) 如果 IM 是 传递 真 类 并 且 MA AM, WM M = 工 ; 
(2) YM(M 传递 AUM A---AUM, > (Lam = M))o 
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8.3.11. 定理 L 上 存在 良 序 。 因 此 VAL BARBRA, 


WEAR. 注意 ， 我 们 的 证 明 是 在 ZF 中 ， 因 此 不 能 引用 选择 公理 。 

首先 , 施 归 纳 于 a, 我 们 定义 L。 上 的 良 序 <a, 使 其 满足 : 如 果 a < ZB, 
则 <a 是 <a 的 尾部 扩张 ， 即 所 有 Le- La 的 元 素 排 在 La 的 元 素 之 后 ,更 
严格 地 说 ， 我 们 要 求 


VavB(a < 6 一 (<aC<8AYrzETavye (Lg — La)(x <p y))o (8.10) 


(1) 假设 a 是 极限 序数 ， 并 且 对 任意 6 < a, <p 已 经 定义 ， 并 且 都 
满足 (8.10) 式 ， 定 义 
<a= |) <p, 


B<a 
则 <a 是 良 序 并 且 满 足 (8.10) xt. 
(2) 假设 a = B+1，<g 已 经 定义 ， 并且 满足 (8.10) 式 。 注 意 到 
La = cle(Lg U {L} 是 一 个 分 层 的 结构 ， 它 的 最 低 一 层 是 Lg U {Lp}， 如 
FRAG Ls 作为 最 后 一 个 元 素 ， 则 由 归纳 假设 ,此 一 层 上 已 经 有 一 个 良 序 。 接 
下 来 ，L。 的 每 一 层 都 是 由 上 一 层 的 元 素 作为 参数 ， 经 由 哥 德 尔 运算 得 来 。 
我 们 可 以 这 样 排列 这 一 层 的 元 素 : 首先 看 定义 它 用 到 的 哥 德 尔 运 算 下 标的 
最 小 元 ， 小 的 排 在 前 面 ; 如 果 相 同 ， 再 比较 定义 它 它 用 到 的 参数 ， 按 字母 
顺序 排列 它们 的 次 序 。 以 下 我 们 严格 地 定义 <a 上 的 良 序 。 仿 照 引 理 8.1.9， 
首先 定义 
F(0) = Lg U {Lp}; 
F(n +1) = F(n) U{G,(X,Y) | X,Y € F(n),i=1,--- ,10}, 
则 显然 La = Uran(F). MWH-new, KBE F(n) 上 的 良 序 <7 
如 下 : 
(a) 对 于 FO), <2 =< p U {(z, Lg) | £ € Le}; 
(b) 对 于 F(n4+1), x <2! y 当 且 仅 当 下 列 情况 之 一 成 立 : 
(D) z,y E€ F(n) #A z <}? y; 
(II) x € F(n) 1E y € F(n +1) — F(n); 
(I) x,y € F(n +1) -— F(n) 并 且 以 下 情况 之 一 成 立 : 
(i) io < jo, HF 


io = min {i | Ju, v € F(n)(G;(u,v) = z)}, 
jo = min {j | 4s,t € F(n)(G;(s,t) = y)} 。 
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(ii) io = jo 并 且 wo <2 so， 其 中 io, jo WE, 而 


uo E FF(n) 是 集合 fu | w € F(n)(z = Ga (u, v))} 
在 <? 下 的 最 小 元 ， 
so E FF(n) 是 集合 {s | It € F(n)(y = Gi,(s, t))} 
在 <? 下 的 最 小 元 ; 
(iii) io = jo 并且 uo = so 并 且 vo <2 to, EP ip, jo,u0,80 
如 上 ， 而 
vo E F(n) ÆRE {v | £ = Gi (uo, v)} 
在 <2? 下 的 最 小 元 ， 
to € F(n) ÆRE {t | y = Gi, (50, t)} 
在 <2 下 的 最 小 元 。 


令 <a =Uneo <2， 容 易 证 明 <q 是 良 序 。 同 时 ， 它 也 满足 (8.10) 式 。 


(3) + 
<= |) eo, (8.11) 
aEOn 
则 <L ERF (注意 ， 它 是 个 真 类 )。 由 于 V = 工 在 LL 中 为 真 , 所 以 “每 
一 集合 是 可 良 序 化 的 ”在 工 中 为 真 ， 即 选择 公理 在 工 PAH. 口 


接 下 来 我 们 讨论 GCH 的 一 致 性 。 假 设 V =L RZ, W Na。 的 所 有 
子 集 都 会 在 Ly, 之 前 的 某 一 层 构 造 出 来 ， 所 以 都 属于 Ly, LAW 
[Leos = Na-+1， 所 以 Qa < Natio 


8.3.12. 定理 如 果 V = L， 则 对 任意 无 穷 序数 a,，P(La) C Llalt。 
证 明 . 根据 定理 8.3.10, $ {Y ,Wn} 为 ZF +V = 工 的 有 穷 子 集 ， 满 足 
VM(M 传递 AW 入 和 A > (Lam = M))。 


ER X C La, QY = La U{X}, 则 |Y|= lal， 此 处 使 用 了 选择 公理 ， 但 
由 于 已 经 证 明 V = L 蕴涵 选择 公理 ， 所 以 这 是 恰当 的 。 根 据 推论 7.9.7， 存 
在 传递 模型 M, YCM, |M|=|ol, 使 得 


WY UT) A+ A (UM e Yf))- 
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HE V=L, Pro yr 都 成 立 ， 因 此 yM WA, aa M = Lamo HF 
|M| = |a|, FTA a™ < |al+， 因 此 


XE Lom a 了 ial+。 


8.3.13. 推论 (ZF) (AC + GCH)I。 


8.3.14. 推论 Con(ZF) 一 Con(ZFC + GCH). 

在 7.9 节 中 ， 我 们 曾 证 明 (推论 7.9.7) 对 于 任何 ZFC 的 有 穷 语句 集 
So， 都 存在 可 数 传 递 模型 M 满足 Sp. EXE, WF ZE 上 +V=E 的 任意 
有 穷 语 句 集 ， 我 们 也 有 类 似 的 结果 。 


8.3.15. EH (ZF) 假设 Sy = {Wi1,… Un} 是 ZF 十 V = 二 LL 的 有 穷 子 集 ， 
则 


ZFEAM(|M|=wAM 是 传递 的 AWM AAAVM))。 (8.12) 


证 明 . 令 p = 3M(|M| = wn M 是 传递 的 AWM a nyp) 显然 ， 根 
据 推 论 7.9.7，ZF 十 V =LF- wp， 因此 ，ZF H r, Bp 


ZF -3M € L((|M| = w) A(M 是 传递 的 )PA((wMA….A 和 WM))5)。 (8.13) 


取 定 使 上 式 成 立 的 MeL, 显然 M e V。 容 易 看 出 ,，(|M| = w)! RAGE 
(f:w>M)eL, (f 是 双 射 )r。 这 个 函数 f BTV Aw 是 绝对 的 ， 所 以 
在 V 中 |M| =w. 命题 “M 是 传递 的 ”是 绝对 的 ， 所 以 (M 是 传递 的 并 
蕴涵 在 V 中 M 是 传递 的 。 最后， 由 于 工 是 传递 的 ， 所 以 ((w;)*)5 等 价 
于 wM。 综 上 ,命题 得 证 。 口 


以 上 定理 结合 定理 8.3.10 立 刻 得 到 ， 如 果 罗 列 的 公理 y+: ,加 足够 ， 
M 一 定 具 有 La 的 形式 ， 并且 a 是 可 数 的 。 


8.3.16. 引 理 假设 V = LL。 对 任意 不 可 数 正则 基数 k, Le = Hpo 
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证 明 . 如 果 ze Le, WEE a < nr 使 得 xe La, PLA trcl(z) C La, Pro 
ltrecl(z)| < |La] < K, PTA x € Hye, WL C He 

REL, A Hu, WEMA, MACH, Le 使 得 AN (Hp — Ly) = bo 
由 于 H, 是 传递 的 ， 所 以 AC H, N Le = Leo Ma<k fe AC Lao Ñ 
据 定理 8.3.12 以 及 k 是 正则 的 ，4 e Lat CLr, Xio 口 


由 此 我 们 可 以 证 明 ， 如 果 s 是 不 可 数 正则 基数 ，L, 满足 除 适 集 公理 之 
外 的 所 有 ZF +V =L 的 公理 。 


8.3.17. 推论 如 果 乒 是 不 可 数 正 则 基数 ， 则 Le E ZEF 一 Pow 十 V =L, %4 
果 k 还 是 不 可 达 基 数 ， 则 需 集 公理 也 在 Le PRA, 


证 明 . 由 以 上 定理 8.3.15 和 定理 7.8.13 和 定理 7.8.14 易 得 。 口 


8.4 习题 


8.4.1， 对 任意 集合 4， 递归 定义 LalA) WTF: 
(1) Lo(A)= trel({A}); 
(2) La+ı(4) = Def(La(A)); 
(3) 对 任意 极限 序数 a, L(A) = Ua、Le(4)。 
FE, $ L(A) = Uscon La(4)。 证明: 
(1) L()=L; 
(2) 对 任意 A, L(A) 是 传递 的 ， 并 且 L(A) F ZF; 
(3) WR ACw, Ml L(A) F GCH; 
(4) WR AC wi FFARR V= L(A), N GCH Ro 


8.4.2. 对 任意 a >w, |L(a)| = |trel({A})| 8 lalo 


8.4.3. 除非 trel({A}) Æ L(A) PARF, BU L(A) 不 满足 选择 公理 。 
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8.4.4. 不 用 AC, 证 明 引 理 8.2.8， 即 对 任意 a >w, |La] = lalo 
8.4.5. 假设 AC 成 立 ， 对 任意 a >w, |Lal = | 公 | 当 且 仅 当 a = Jao 


8.4.6. WEB: MAR V=L, Wl 
(1) 对 任意 Qa >w, La = Vs 当 且 仅 当 a= 2; 
(2) 对 任意 无 穷 基数 k, Le = Veo 


8.4.7. 证 明 整 数 Z, AE% Q 都 属于 Luwe 


8.4.8. 证 明 推 论 7.8.7 可 以 加 强 为 : 

Con(ZF) 一 Con(ZFC + GCH + -aa(a 是 弱 不 可 达 的 ))。 
8.4.9. 假设 M 是 集合 ， 我 们 已 经 熟悉 集合 论语 言 的 结构 (M,e)。 如 果 
4 也 是 集合 ， 我 们 可 以 考虑 结构 (M, e, AN AM)， 它 是 在 (M,e) 中 加 入 


一 个 新 的 一 元 谓词 zx e 4。 同时 ， 令 Def*(M) 表示 M 的 所 有 能 在 结构 
(M,€,ANM) 中 可 定义 的 子 集 。 这 样 ， 我 们 即 可 定义 L。[4] 如 下 : 


(1) Lo[A] = 9; 

(2) La+i[A] = Deff (La[A]); 

(3) 对 任意 极限 序数 c，Ze[] = Use, Lel4]。 
同时 , $ LIA] = Uscon La[4]。 证明: 

(1) 如 果 aw<6, MW L.[A] C Lel]; 

(2) 对 任意 a, Leld] C Va; 

(3) 每 个 L。[4] 都 是 传递 的 ; 

(4) MRa< 8B, 则 Zed € Le[A]; 

(5) L,[A]Na=a; 

(6) WR new, 则 L,[A]=Va; 

(7) 对 所 有 a>w, |LalA]| = lal 
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8.4.10. WR ACL, 则 工 [4] = Lo 
8.4.11. 任 给 集合 A, 证 明 工 [4] 是 ZF 的 传递 模型 。 


8.4.12. 任 给 集合 4, 工 [4] 满足 选择 公理 。 
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即使 将 来 有 人 成 功 证 明康 托 假设 也 不 可 证 ， 那 也 绝 不 是 该 问 
题 的 最 终 答 案 。 只 有 不 承认 古典 集合 论 公理 及 其 概念 有 意义 的 人 
(比如 直觉 主义 者 ) 才 会 满足 于 此 种 独立 性 结果 ; 而 坚信 以 下 这 
一 点 的 人 则 不 会 : 集合 论 的 概念 和 公理 描述 着 某 种 非常 确定 的 实 
在 。 原 因 是 : 在 此 种 实在 中 ， 康 托 假设 只 能 是 或 真 或 假 ， 这 一 问 
题 在 现 有 公理 下 的 不 可 判定 性 只 能 表明 这 些 公 理 不 能 完全 描述 
此 种 实在 。 此 种 信念 绝 非 幻想 ， 因 为 即使 该 问题 是 现 有 公理 不 能 
判定 的 ， 仍 可 能 指出 其 他 判定 它 的 方法 。 


库 尔 特 。 哥 德尔 


力 迫 的 引入 是 集合 论 发 展 的 里 程 碑 ， 是 集合 论 从 经 典 进入 现代 的 标志 。 
同时 ， 直 到 今天 ， 力 迫 仍然 是 一 个 迅速 发 展 的 领域 ， 新 的 力 迫 观念 不 断 涌 
现 。 本 章 只 是 对 最 基本 的 力 迫 思想 做 一 个 初步 的 介绍 ， 然 后 用 力 迫 的 方法 
证 明 一 些 相对 一 致 性 的 结果 ， 如 Con(ZFC) 一 Con(ZFC + -CH)。 


回忆 上 一 章 的 思路 ， 由 于 已 知 2 > Ni EV 中 是 真 的 ， 为 了 得 到 
28o — Ni 的 模型 ， 我 们 构造 了 一 个 比 V “ 细 ” 的 模型 工 ,， 在 工 中 ，w 的 子 
集 受 到 限制 ， 使 得 它们 的 数量 不 会 超出 Ni。 这 是 内 模型 的 方法 。 现 在 我 们 
要 考虑 相反 的 方向 ， 构 造 一 个 ~CH， 即 28e > Ni 的 模型 W， 很 自然 的 想 
法 是 “扩张 ”而 不 是 收缩 我 们 的 集合 宇宙 ,使 得 N 要 比 V E ‘w, EH 
中 w 的 子 集 更 为 丰富 ， 可 以 是 N。， 甚 至 更 大 。 这 可 以 称 为 外 模型 的 方法 。 

我 们 考虑 外 模型 的 方法 还 有 另 一 个 重要 原因 : 要 得 到 ZFC+—CH, 或 
EA, ZFC+VAL 的 相对 一 致 性 ， 上 一 章 的 方法 已 经 不 适用 了 。 假 
设 我 们 在 ZFC 中 定义 一 个 传递 的 真 类 N， 并 证 明 ZFC +V #L 的 公理 
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都 在 N 中 为 真 。 根 据 工 的 极 小 性 , 工 EC N。 但 是 工头 N， 因 为 V= 工 在 
工 中 为 真 ， ÆN 中 为 假 。 而 这 等 于 在 ZFC 中 证 明了 存在 工 的 真 扩张 ， 亦 
即 V AL. AT, PAE ZFC 不 一 致 ， 否 则 这 是 不 可 能 的 ， 我 们 刚 在 上 一 
章 证 明了 ZFC +V = L 是 一 致 的 。 


91 力 迫 法 的 基本 思想 


如 果 你 是 一 个 柏拉图 主义 者 , 一 定 相 信 ZFC 是 一 致 的 ， 所 以 它 有 一 个 
模型 。 由 一 阶 逻 辑 的 洛 文海 姆 - 司 寇 伦 定理 ， 它 有 一 个 可 数 模型 。 假 设 M 
是 ZFC 的 一 个 可 数 传递 模型 ， 我 们 打算 构造 M 的 一 个 扩张 N， 使 得 N 
也 是 ZFC 的 可 数 传递 模型 ， 同 时 ， 连 续 统 假设 的 否定 ， 如 2Ne = Na， 在 
N 中 为 真 。 由 于 M 是 可 数 的 ， 所 以 a” = M N On 的 基数 是 可 数 的 。 并 
且 NM < NM < aM， 即 生活 在 M 中 的 人 认为 的 第 一 、 第 二 个 不 可 数 基数 ， 
在 生活 于 V 中 的 我 们 看 来 ， 都 是 可 数 的 。 

为 了 方便 易 读 ， 我 们 今后 使 用 o(M) 表示 a™。 

也 许 M 中 的 人 认为 CH 是 真 的 ， 即 他 们 认为 的 自然 数 的 所 有 子 集 
P(w) 恰好 有 NM 个 。 由 于 从 我 们 看 来 M 是 可 数 的 ， 所 以 大 量 w 的 子 集 
不 在 M 中 ， 我 们 可 以 取 wx 个 不 在 M 的 子 集 放 入 M 中 ， 造 成 一 个 新 的 
模型 No TORE, TEN 中 ，|P(w)| = Na， 连 续 统 假设 不 成 立 。 当 然 ， 这 里 
Na 只 是 一 个 例子 ， 我 们 可 以 令 N 满足 |P(w)| =N, Plo) = Rupr 等 等 。 
由 于 寇 尼 希 引 理 要 求 cf(28o) > No, ATLA (在 ZFC 中 ) 我 们 不 能 构造 满足 ， 
例如 ，|P(w)| = No 的 模型 。 有 趣 的 是 ， 除 此 之 外 ， 我 们 几乎 没有 任何 别 的 
限制 。 


在 以 上 过 程 中 , 我们 必须 保证 N 仍然 是 ZFC 的 模型 ， 所 以 当 你 向 M 
中 添加 一 个 元 素 时 ， 还 要 将 能 由 它 通过 集合 运算 构造 的 新 元 素 也 一 起 添加 
进去 。 另 外 一 个 技术 上 的 困难 是 ， 为 了 保证 N 中 的 人 们 确信 2% = Na ， 还 
必须 保证 wM =N, wM = wl) 。 解 决 这 类 技术 性 的 问题 会 给 我 们 带 来 一 定 
的 麻烦 。 


以 上 思路 可 以 总 结 为 : 力 迫 法 是 要 证 明 
任何 ZFC 的 可 数 传递 模型 M 


9.1 
都 可 扩展 为 ZFC +CH 的 可 数 传递 模型 No an) 
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接 下 来 的 问题 是 如 何 将 力 迫 构造 转化 为 相对 一 致 性 证 明 ， 即 如 何 由 此 证 明 
Con(ZFC) > Con(ZFC + -CH)。 (9.2) 


如 果 仍 然 假定 你 是 一 个 柏拉图 主义 者 ， 事 情 就 非常 简单 ， 事 实 上 对 任意 集 
合 论 语句 a， 你 可 以 证 明 如 下 更 强 的 定理 : 


9.1.1. 定理 假设 wm 是 一 个 算术 语句 ， 即 ， 它 中 间 的 量词 只 约束 NN 中 的 元 
素 。a 是 任意 集合 论语 句 ， 如 果 我 们 可 以 证 明 : 


任何 ZFC 的 可 数 传递 模型 M 都 可 扩展 为 


ZFC +0 的 可 数 传递 模型 N， (*) 


则 
ZFC 十 IF TN 一 ZFC 上 TN (9.3) 


柏拉图 主义 的 证 明 : 反 设 ZFC jy mm， 则 由 完全 性 定理 ， 存 在 ZFC 的 可 数 
传递 模型 M, n(m). 根据 (+), 令 N 是 扩张 得 到 的 ZFC + 0 的 模型 ， 
由 于 所 有 算术 语句 对 于 可 数 传 递 模型 都 是 绝对 的 ， 所 以 我 们 也 有 (oy), 
因此 ZFC +0 tye 口 


9.1.2. 推论 假设 G) 成 立 ， 则 ZFC 一 致 获 涵 ZFC+0 一 致 。 


证 明 . 应 用 定理 9.1.1， 取 人 为 0 = 1。 如 果 ZC+o 不 一 致 ， 则 
ZFC+0oH0=1, M ZFC 0=1, HAER — o 


不 过 ， 由 于 哥 德 尔 的 不 完全 性 定理 ， 我 们 不 能 证 明 ZFC 的 可 数 传递 模 
型 M 的 存在 。 所 以 ， 对 于 一 个 非 柏拉图 主义 者 ， 定 理 9.1.1 的 证 明 甚 至 都 不 
知 如 何 开始 。 但 是 ， 从 我 们 接 下 来 证 明 (*) 的 方法 可 以 看 出 ， 应 用 类 似 的 
HE, 我们 实际 可 以 证 明 : 
对 任意 ZFC 的 有 穷 子 集 S， 总 存在 ZFC 的 另 一 个 有 穷 子 集 了 ， 
BAL T 的 任何 可 数 传递 模型 M 都 可 扩展 为 (xx) 
Sto 的 可 数 传递 模型 No 


而 有 了 (**) ， 我 们 可 以 “构造 性 ”地 证 明定 理 9.1.1。 
定理 9.1.1 的 构造 性 证 明 : 首先 需要 说 明 ， 我 们 可 以 令 T 满足 所 有 绝对 性 的 
BOR, BN, XT 的 任何 传递 模型 ， 所 有 已 经 证 明 的 绝对 性 结果 都 成 立 。 假 
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设 ZFC + o F 8。 由 于 证 明 是 有 穷 的 ， 所 以 存在 ZFC 的 有 穷 子 集 S, 1E 
1 S+taottw OT HWE (**) 的 ZFC 的 有 穷 子 集 。 由 反映 定理 CHE 
论 7.9.7) ， 


ZFC -3M(M 是 可 数 传递 集合 AM FI)。 
取 定 这 样 的 一 个 M, $ N 为 由 x) 生成 的 N， 
ZFC -NN 是 可 数 传递 集合 ANE S +o 
由 假设 ， 这 殖 池 着 
ZFC (m)”。 
又 由 于 算术 语句 是 绝对 的 ， 而 N Æ T 的 传递 模型 ， 所 以 


ZFC + (1) © to 


这 蕴涵 着 ZFC F Tyo 口 


我 们 今后 提 到 “MM 是 ZFC 的 传递 模型 ”时 ， 实 际 可 看 作 是 对 “AM 是 
ZFC 的 一 个 足够 大 有 穷 大 片段 的 模型 ”的 一 种 简便 说 法 。 


9.2 脱 殊 扩张 


接 下 来 我 们 要 严格 实现 上 一 章 的 思想 。 假 设 M 是 (ZFC 的 ) 可 数 传 
递 模型 。 我 们 定义 M 中 的 一 个 偏 序 集 P， 当 P 满足 一 定 的 条 件 时 ，P 的 
“ 脱 殊 滤 ”( 定 义 见 下 ) G 一 般 不 属于 M。 通 过 将 G 添加 到 M 中 ， 我 们 就 
能 得 到 M 的 一 个 扩张 M[G]。 并 且 ，MI[G] 的 重要 性 质 由 了 决定 。 


9.2.1. 定义 令 (P,<,1) 为 偏 序 集 ， 其 中 < 为 其 上 的 偏 序 ， 而 1 为 的 最 
大 元 ， 即 ，Yp EBP(p < 1)。 在 不 引起 误解 的 时 候 ， 一 般 我 们 将 (P, <,1) 简 
记 为 P。 

(1) PP 常 称 为 力 迫 偏 序 ， 或 直接 称 为 力 迫 。PP 的 元 素 称 为 力 迫 条 件 。 
如 果 p< g， 就 称 力 迫 条 件 p AFHR q; 

(2) 下 的 子 集 万 是 稠密 的 当 且 仅 当 Ype Plage D(g <p); 

(3) PMFKG HAP 上 的 滤 当 且 仅 当 : 
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(a) leG,; 
(b) Vp,q € Gar € G(r <pAr <q), PŠ p,q € G 都 是 相 容 的 ; 
(c) Yp,q E Gla Spg EG >p EG): 


(4) 4M 为 一 集合 (如 ZF 的 可 数 传 递 模型 )， 如 果 GCPP 是 滤 ， 
并 且 满 足 对 任意 稠密 子 集 DCBP， DEM 蕴涵 GNDD 关 0， 就 称 G 是 M 
上 的 P- 脱 殊 滤 。 


从 下 面 的 引 理 可 以 看 出 我 们 为 什么 要 求 M 是 可 数 的 ， 因 为 对 可 数 的 
M， 其 上 的 P- 脱 殊 滤 总 是 存在 的 。 


9.2.2. 引 理 如 果 M 是 ZFC 的 可 数 传递 模型 (事实 上 只 需 M 是 ZF 一 Pow 
的 模型 ) 并 且 Pe M， 则 对 任意 PE 下 ， 存 在 M 上 的 PMAE G HE 
DECG。 


证 明 . $ (Dn |n € w) 为 P 的 所 有 属于 M 的 稠密 子 集 。 递 归 定 义 序列 
„(aa |n Ew): qo =p, SER n, q1 属于 Dn 并 且 ol < dno HF Dn 
是 稠密 的 ， 这 样 的 qayi 总 能 找到 。 最 后 ， 令 GA {qn |n Ew} 生成 的 滤 ， 
即 G = {pE P | In(qn < p) AARE G 是 滤 ， 并 且 p e G， 并 且 所 有 
Qn E Go ATLA G 是 脱 殊 的 。 Oo 


要 保证 脱 殊 滤 不 再 属于 M ,我们 要 求 偏 序 集 有 以 下 的 性 质 。 


9.2.3. 定义 PRP 的 元 素 pq 称 为 不 相 容 的 当 且 仅 当 它们 不 是 相 容 的 ， 
即 不 存在 7TEP,，r<p 人 7 < gq， 一 般 记 作 p | q。 偏 序 集 P 称 为 无 原子 的 ， 
如 果 对 每 一 p €E 呈 ， 存 在 不 相 容 的 7,geE 忆 满足 :r<pN\g<p。 


9.2.4. 命题 A M 是 ZFC 的 传递 模型 PEM, WRPRARTF HHH 
G 是 M 上 P-A, M G gM. 


证 明 . 因为 P 是 无 原子 的 ， 所 以 P 了 一 G 是 了 P PREM. KAE P-GgM, 
否则 ， 根 据 定义 GN (P 一 G) 六 0， 这 是 不 可 能 的 。 因 此 G & M， 因 为 作 
为 ZFC 的 模型 ， M 对 集合 的 差 是 封闭 的 。 口 


在 继续 引入 新 的 概念 之 前 ， 我 们 先 看 一 个 例子 。 
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9.2.5. Bil 令 M 是 ZFC 的 可 数 传递 模型 。 对 M 中 的 集合 IJ, EM 
Func, (I, J) = {p1p 是 了 到 J 中 的 部 分 函数 A |p| <w} o (9.4) 


考虑 力 迫 P 了 == (Func, (I,J),2,0)> AF I, JEM, 所 以 PeM。 显 然 ， 如 
果 了 是 无 穷 的 ， 则 对 每 一 zeET，yeEJ， 集 合 


D, ={zeP|zedom(p)} (9.5) 


和 

D, = {peEP | y € ran(p)} (9.6) 
都 是 稠密 的 ， 而 且 因为 它们 的 定义 只 用 到 了 P 和 z,y， 所 以 都 属于 Mo 
WR GHP EAE, UG 中 的 函数 都 是 两 两 相 容 的 ， 所 以 fe = UG 
是 了 到 J 的 (部 分 ) 函数 ,特别 地 ， 如 果 G 还 是 M 脱 殊 滤 ， 则 GND, 
以 及 GN Dy 都 非 空 ， 所 以 dom(fc) = 了 并 且 ran(fg) =J, fo 是 1 上 到 
J 的 满 射 。 


以 下 我 们 定义 M 的 扩张 MIG], HAKK, MG] 是 由 M 中 的 元 素 和 
M 脱 殊 滤 G 构造 而 得 ， 称 为 M 的 脱 殊 扩张 。 注 意 到 ， 只 要 我 们 令 M 中 
NP 为 无 原子 的 ，G 就 不 属于 M， 所 以 MI[G] 总 是 真 扩张 。 

男 一 方面 ， 虽然 MI[G] 的 众多 元 素 不 属于 M, 但是,“ 生活 于 M 中 的 
人 们 ” 却 “ 知 道 ”M[G] 中 每 个 元 素 是 如 何 构 造 的 ， 对 MIG] 中 的 每 个 元 素 ， 
他 们 都 有 一 个 相应 的 “名 字 ” 描 述 它 的 构造 。 这 一 点 之 所 以 重要 ， 是 因为 我 
们 需要 在 M 中 讨论 一 个 集合 论语 名 在 M[G] 中 的 真 假 。 


9.2.6. 定义 对 任意 力 迫 PP， 任意 序数 a， 递 归 定 义 VP 如 下 : 
(1) =p; 
(2) VE =P(V? xP); 
(3) ”对 任意 极限 序数 和 ,VE = Ue_、VE。 

&VP =U VP, VE 的 元 素 称 为 P- 名 字 。 


aEOn 


Alt, 7 是 P 名 字 当 且 仅 当 r 是 二 元 关系 ， 并 且 对 任意 (o,p) er， 都 
有 是 也 名 字 , 而 peP。 例 如 ， 假设 pe 了 PP， 则 以 下 为 P 名 字 : 
Ø, {0,1)}, {(0,p)}, {({(0,p)},p), d0, p)},1)} o 
形 如 {(7,1)} 的 名 字 比 较 特殊 ， 我 们 特别 地 做 如 下 定义 : 
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9.2.7. 定义 对 任意 力 连 中， 对 任意 集合 zy， 递归 定义 


&={(y,1) yer} (9.7) 


接 下 来 我 们 定义 名 字 的 “ 值 *"， 它 可 以 看 作 是 名 字 所 “指称 ”的 对 象 : 


9.2.8. 定义 对 任意 力 迫 下， 任意 P HŽ G, URIE PAF +r， 递归 定 
Mr to 或 val(7,G) 为 : 如 果 对 任意 B < a, ce Ve, oa BARR, 
MIF reve, 

Tg = {0G | Ilo, p) ET Ape G}o (9.8) 


显然 ， 在 以 上 所 举 的 下 名字 中 , gc =0, {(0,1)}e = {0}, 而 {(0,p)}o 
则 取决 于 p 是 否 属于 G: 若 属于 ， 则 为 {0}, FAO 假设 pe G， 则 
{A0 p) p) AOp) Dhe = {{(0,p)}e} = 人 从 }。 另 外 ， 用 归纳 法 不 难 
证 明 ， 对 任意 x, ER G, jc = z。 


这 些 定义 对 于 ZFC 的 (事实 上 只 需要 ZF — Pow 的) 任何 传递 模型 
都 是 绝对 的 。 


9.2.9. 引 理 “rR PZF”, “to 是 也 名 字 的 值 ” 对 任意 ZFC 的 传递 模 

型 M 是 绝对 的 。 

WEAR. 假设 Y(T) ERR “r 是 P 名 字 ” 的 公式 。 我 们 对 rank(7) 归纳 证 明 
w(t) & UM (T)o (9.9) 

KH, yr) 的 意思 是 : 

T 是 关系 A Vo €dom(r)(o Æ P-4F) A VYp € ran(7)(pEP)。 (9.10) 
除了 “o 是 P- 名 字 ” 外 ， 其 他 公式 都 是 绝对 的 。 由 于 o € dom(r), H 
rank(o) < rank(7)， 根 据 归纳 假设 ，“o 是 P- 名 字 ” 也 是 绝对 的 。7e 的 情 
况 完全 类 似 。 o 

M 中 名 字 的 值 构成 了 M 的 扩张 MIC): 
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9.2.10. 定义 A M A ZFC 的 传递 模型 ,， PEM, 定义 MP=VPNM, 或 
者 ， 由 绝对 性 ， 
={rEeM|(r2P-42F)"}. (9.11) 


wWRGCPARPEMR, W 


M[G] = {ta |r € M*}. (9.12) 


直观 上 ， 我 们 实际 是 定义 了 “生活 于 M 中 的 人 们 ”使 用 的 一 种 语 
言 ， 他 们 用 这 种 语言 “描绘 ”了 一 个 新 的 宇宙 MG]. MM 之 外 的 人 看 
K, “M 中 的 人 ”对 MG] 的 信息 是 不 完全 的 。 例 如 ， 考 虑 例 9.2.5 中 的 函 
数 fa =UG。 显 然 ， 每 个 G 的 元 素 都 在 M 中 ,并且 是 fo 的 片段 ， 所 以 
都 包含 了 fo 的 部 分 信息 。 但 由 于 fo g M (这 是 因为 P 是 无 原子 的 ， 所 以 
G¢M) ,所 以 “M 中 的 人 们 ” 不 可 能 有 fo 的 全 部 信息 。 

以 下 定理 初步 总 结 了 MI[G] 的 一 些 性 质 。 注 意 ， 它 没有 假设 M 是 可 数 
的 ， 也 没有 用 到 G 是 脱 殊 滤 。 


9.2.11. 引 理 令 M 为 ZFC 的 传递 模型 ,PE JM 为 力 迫 ，G CP 是 非 空 的 
滤 ， 则 


(1) SHEN 是 ZFC 的 传递 模型 ， 如 果 MCAN 并 且 GeN， 则 
M[G]CN; 


(2) M[G] 是 传递 的 ; 

(3) Vee M(že MP Aég=2), 因此 M C MI[G]; 

(4) #RE={(p,p)|peP}, Mlo=G, AX GE MIG]; 

(5) Vr € M®(rank(t¢) < rank(r)) ; 

(6) o(M) = o(CMIG])。 
EA. O 由 于 7,G 都 属于 N， 而 re 的 定义 是 绝对 的 ， 所 以 
te= ENo 


(2) 由 定义 立 得 。 实 际 上 ， 任 何 P 名 字 的 值 Tc 都 是 P 名 字 的 值 的 
集合 。 


(3) 对 任意 zeM, 羡 是 下 名字。 施 归纳 于 z (实际 上 是 zx EVP 
层 谱 中 的 秩 ) ， 容 易 证 明 jo = z。 
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(4) Te = {ic |peG}={p|pEeG}=G. 


(5) 假设 re Vf， 并 且 对 任意 B < a, 任意 o € V3 > 都 
有 rank(oG) < rank(c)o Mi rank(re) = sup {frank(cc)+1|ccerel < 
sup {rank(o)+1|o € T} = rank(T)。 


(6) 由 (3), M C M[G], 所 以 o(M) < olM[G])。 而 由 (5) 以 及 以 
下 事实 : Yre M(rank(7) € M), 可 知 o(M[G]) < o(M)。 z 


以 下 是 一 个 辅助 性 的 概念 。 


9.2.12. 定义 HR DCP peP, NW DD 是 p 下 稠密 的 当 且 仅 当 


Vg < pr < g(r € D)o (9.13) 


9.2.13. 命题 假设 M 是 ZFC 的 传递 模型 ，Pe M, DCP 并 且 DeM。 
同时 令 G 为 M Eh P Ra i; N: 


(1) 或 者 GNMDD 关 0 或 者 存在 geEG， 对 任意 re D， PRA rig: 
(2) #wRpecGHADAp FAH, MGNDFO. 
证 明 . 对 于 (1) ， 定 义 集合 D 为 : 
D' = {q| ar € D(q<r)}U{q| Wr € Dir L q)}o (9.14) 


it p e P #E pg D', 则 一 定 存在 re D, r+ 和 p 是 相 容 的 。 令 g 是 pr 
的 扩张 , 则 g € D'， 因 此 D 是 稠密 的 。 X GND #0 RIE GND=9, 
则 Gn fq|Yr Ee D(r 1 gq)} 关 $9, 命题 成 立 。 

XF (2), WR GN D =0， 则 根据 (1), Rae G 使 得 对 任意 re 也， 
rig @q@eGWtd<q#hd <p MDEp FRAN, MUAG 
fEreD, r<q, Ailir<q, 7A 口 


9.3 力 迫 


我 们 需要 证 明 如 果 M 是 ZFC 的 模型 ， 则 MIG) 也 是 。 这 里 最 困难 的 
是 分 离 公理 模式 。 假 设 plr, y) EAR, or e ME 是 名 字 ， 我 们 必须 证 明 
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X={fzerelywal(zcc)} 属于 M[G]。 要 做 到 这 一 点 ,我 们 需要 找到 一 
个 名 字 r 使 得 X = rc。 这 又 回 到 了 我 们 最 初 的 直观 : 生活 在 M 中 的 人 即 
使 没有 关于 G 的 全 部 信息 ， 也 能 谈论 名 字 和 名 字 的 所 指 。 事 实 上 ， 我 们 可 
以 定义 r 为 

T={(pop)|pos7rADEPADIHYW()}。 (9.15) 


其 中 pit w(p,o ) 的 意思 是 : 对 任意 包含 p 的 脱 殊 滤 G, Yos, oa) 在 M[G] 
中 为 真 。 而 这 正 是 “生活 于 M 中 的 人 ”谈论 wyMIGI(z,o 6) 这 一 M[G] 中 的 
事实 的 方式 。 如 果 我 们 还 能 使 得 pH wy(p,o ) 在 M 中 可 定义 ， 则 re MP, 
剩 下 的 就 是 验证 X = rc 了 。 带 着 这 样 的 想法 ， 我 们 定义 以 下 概念 。 


9.3.1. 定义 令 p(T1,… ,Zn) 为 公式 ， 自 由 变 元 都 在 zl ,Zn Pi SM 
为 ZFC 的 可 数 传递 模型 ,PE M AA, n,---,mEM", 并 且 peP，; 
则 DlIHp,m P(T iia) 当 且 仅 当 


YG[(G 是 中 中 的 M BRIE Ap EG) pMISl(nie,.… ,Tc)]j。 (9.16) 
pl- y 读 做 p 力 迫 p- 
前 面 我 们 提 到 ， 力 迫 条 件 p 包含 了 关于 G， 因 而 也 关于 由 G 构造 的 对 
R (例如 fo) 的 部 分 信息 ， 而 且 如 果 gq < p， 则 9 所 含 的 信息 更 多 。 以 下 
引 理 再 次 说 明了 这 一 点 。 
9.3.2. 引 理 (pit p(n Tn) Ag < p) > q IF p(n, ,Tn)o 
证 明 . 显然 ， 对 任意 滤 G, 如 果 geG 并 且 g<p, 则 pe€eG。 口 
接 下 来 我 们 必须 解决 两 个 问题 : 第 一 个 前 面 已 经 提 到 ， 即 如 何 使 
r € M?? 这 需要 力 迫 关系 是 M 中 可 定义 的 ; 第 二 个 问题 是 如 何 证 明 
X = rc? 这 需要 我 们 证 明 ， 对 任意 M 脱 殊 滤 G, 
MG 4 H4 Ip E G(pIH y)- (9.17) 


第 一 个 问题 要 困难 得 多 。 我 们 的 思路 是 定义 一 个 新 的 关系 上 ， 使 得 我 们 能 
够 证 明 : 对 任意 peP, ERAR Y, 


pl- y 当 且 仅 当 (pitt y)”. (9.18) 
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9.3.3. 定义 #RAUWP. SpePAAUWEH, plti ,zn) ADK, 
Ti ,Tn 为 P- F. RIEL pit plni, Tmn) 如 下 : 


(1) #ypXa,=22, 1) pl n =r SARS 
(a) 对 任意 (m,51) En, 
{q < p| q < sı > I(T2, 82) € T2(q < s2 A q IF* m = T2)} (9.19) 
是 p 下 稠密 的 ， 并 且 
(b) 对 任意 (ra, sz) € T2, 
{4 < p |g < s2 A(m, 51) € (q < s1 Agi m =72)} (9.20) 
是 p 下 稠密 的 。 
(2) Wy Žr Er, N) pH nEn SARS 
{a4 | I(T, 5) € T2(q < 8 Aq IF* 1 = 7)} (9.21) 
是 p 下 稠密 的 。 
(3) # p(zi Tn) = (TI Tn) A Wa(T1, za)， 则 p IH* 
P(T ,Tn) 当 且 仅 当 
p IH* (mi Tm) ŽE p IH* Yon ,Tn)o (9.22) 


(4) 如 果 2(Z1) In) = (T, :2n)s 则 plt* 2(Tm iT) 当 
且 仅 当 
-jg < plq IH* PT, ears ,Tn))。 (9.23) 
(5) 如果 y(t,- ,zn) = dry(z,21,°++,2n), BW ple* oe( ,Tn) 
当 且 仅 当 
{r | 3o e V” (r IF* wori mm))} (9.24) 
是 p 下 稠密 的 。 


9.3.4. 注 我 们 对 以 上 定义 做 一 些 说 明 。 


(1) 这 是 一 个 归纳 定义 。 对 于 原子 语句 7 = 7。， 我 们 使 用 了 以 下 良 
基 关 系 上 的 递归 : (71,72) < (11,72) © mı edom(m) A m2 E dom(72)。 有 了 
pit* n =n HEX, 我们 直接 定义 了 pl n € 72。 而 对 于 一 般 语 句 ， 则 
使 用 了 对 公式 复杂 度 的 递归 。 


215 


集合 论 


(2) 为 了 说 明 关 于 等 式 的 情况 ， 我 们 考虑 一 个 具体 例子 : n = 
{(71,8)}, 72 = {(72; 5)}。 根 据 定义 ， 为 了 知道 是 否 pl- n =n, WE 
(在 M 中 ) 确定 是 否 ne = mc。 这 有 以 下 两 种 情况 : WR pls, WOE 
mG, 如 果 peG, 都 有 s&G, W ne = ne =b. 而 如 果 p<s， 则 对 
FG, WRpeG, 则 sseG， 所 以 mec= {me}, ne = {macho HER} 
ne = ne 当 且 仅 当 mic = me, Bi plk n =m SAMY plt mam = zo。 所 
BA, 一 般 来 说 ， plt™ =e “HRY 


Vq(q < p^q < s > q lF m = T2)o (9.25) 


(3) [Ht 是 在 V 中 定义 的 ， 事 实 上 它 没 有 涉及 任何 特殊 的 模型 。 在 原 
子 语句 的 定义 中 ， 只 用 到 了 绝对 概念 ， 因 而 是 绝对 的 。 虽 然 一 般 语 句 的 定义 
不 是 绝对 的 ， 但 事实 上 我 们 只 关心 相对 化 (ph o)。 这 个 命题 可 以 看 作 是 
在 M FE pik y 的 尝试 。 接 下 来 我 们 要 证 明 pI yp 4AM (pit yp)”, 
从 而 pl- y 是 在 M 中 可 定义 的 。 


9.3.5, 引 理 以 下 命题 等 价 : 
(1) pi p(n Tn); 
(2) Wr < p(r IF (ti, +++ Tm) 3 
(3) {r| rik elm ,Tn)} 是 p 下 稠密 的 。 


WEAR. (2) = (1), (2) = (3) 是 平凡 的 。 所 以 我 们 只 需 归 纳 证 明 (1) => 
(2) 和 (3) > (1). MPRA 1. =m Mem, (1) > (2) 是 因为 
如 果 D 是 在 p 下 稠密 的 并 且 > <p, WD 也 是 在 > FRA; 而 (3) > 
0) 则 是 因为 如 果 集合 


{r| D ir 下 稠密 的 } (9.26) 
是 p 下 稠密 的 ， 则 D 本 身 是 p 下 稠密 的 。 对 于 一 般 语句 ， 则 可 对 公式 的 长 
度 归 纳 ， 结 论 易 得 。 


9.3.6. 定理 令 p(z1,.… ,zn) AAA, M 为 ZFC 的 传递 模型 ， PP AAI 

并 且 属 于 M, n,e, Tmn EM? AM PH PAF. SGA M 脱 殊 滤 ， 则 
a) 如 果 了 EG 并 且 (p IF* Pris: may 则 

MiG. 


leltre, 人 The) 
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(2) 如 果 (yne Tac)) MI], R] 
Ip € G((pIF* P(T, ,T))™)e 


证 明 . 我 们 对 公式 的 长 度 做 归纳 ， 而 对 于 原子 公式 则 利用 良 基 关系 上 的 超 穷 
归纳 证 明 。 


(1) 假设 p(n,… Tn) Æ n= n. HY I 对 原子 公式 来 说 是 绝对 
的 ， 所 以 我 们 省 略 掉 / o 
(a) 首先 我 们 证 明 (1)。 假 设 ph n = n, RN AEH 
TiG = Tage 为 此 我 们 先 证 明 Tig © Tea, 而 另 一 个 方向 则 完全 类 似 。 任 
取 meg erc， 其 中 (m,s1) € n HAs, € Go Me qe G 使 得 dg 区 了 并 且 
q < sı (由 命题 9.2.13， 这 样 的 g 总 是 存在 ) 。 根 据 引 理 9.3.5，qlh* Ti = M20 
再 根据 命题 9.2.13(2)， 存 在 7 e G, 7 < g 使 得 


r < sı > I(r, 82) E T2(r < s2 Ar IH* mi = T2)o (9.27) 


而 我 们 已 经 知道 r <q < si1， 所 以 以 上 蕴涵 式 的 右边 3(ra, s2) € Ta(7 < 
s2 Ar lH m = m2) 成 立 。 取 定 这 样 的 (ra,s?)， 则 因为 s2 E€ G (这 是 由 于 
reG 并 且 r<s?)， 所 以 moce7mc。 又 根据 归纳 假设 ，rlh* mi = mo 蕴涵 


NG = NzG， 所 以 me € ToGo 


(b) 现在 证 明 (2)。 假设 TIG = T2Go 定义 以 下 公式 : 


br) x rik’ Tt = T; 
Wo(r) : A(m,s1) E T(r < s1 A V(t, 82) E€ T2 

Vq E P((q < s2 Aq lH* m = T2) > q L r)); 
Wa(r) : Alma, $2) € Ta(r < s2 AVN, 51) EN 

Vq E P((q < s1 Aq lF* m = m2) >q Lr))o 


& D= {r | y(r) V y(r) V Ww3(7)}。 注 意 ， 由 绝对 性 ，D e Mo 
首先 我 们 证 明 以 下 命题 : 


如 果 rEeG， 则 一 wo(7) 人 一 wa(7)。 (9.28) 


VA ae 为 例 ， 假设 EG 并 且 (m1, 51) E Tio 由 此 sı € G, H mie E TIG = NG, 
取 (T2, $2) E T2 使 得 S& EG 并 且 MG = Nea; 由 归纳 假设 ， 可 取 qo 使 得 
dolh* mı = To。 现 在 取 定 ge G 使 得 g < go IE q < sz。 根 据 引 理 9.3.5， 
我 们 有 gik* m =m, BH 加， 可 得 g 上 r。 但 是 greG， 故 矛盾 。 
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由 (9.28) 式 以 及 D 的 定义 ， 我 们 只 需 证 明 GND AO, RHEE 
Jp € G(ih n = n)”. 而 要 证 明 前 者 则 只 需 证 明 D AABN. Alt, > 
per, Flee Rel re D iE r<po WR pl nan, MWpeD, $W 
r=p 即 可 。 和 否则 ， 定 义 9.3.3 的 〈1-i) Be (1-ii) 不 成 立 。 假设 (1(a)) 不 成 
I ((1(b)) 的 情况 类 似 )。 应 用 p FAHRE, 取 (msi) Een, Rr 使 
ftr<pHfhr<s,, F#AWE: 


Va <r(q < 81 AV (m2, 82) E€ T2(7(q IF* m = T2 Aq < 82)))o (9.29) 


根据 以 上 公式 ， 如 果 (a2, 52) E€ m2, qIH* m = m E q < s2, W qg Lro ix 
是 因为 : WREE s, s<r 并 且 s < g， 则 根据 前 提 ，s <r 并 且 s < s, 
slF* mı = m2 FFA s < soo TM (9.29) 式 正 是 断定 这 样 的 s 不 存在 。 这 样 ， 
我 们 证 明了 7 满足 加， 因此 属于 Do 


(2) 假设 P(T; i Te) 是 Ti E€ T20° 
(a) 还 是 先 证 明 (1)。 假设 p IHs T E Tay 并 且 pE G, 则 集合 
P= {q | A(72, S2) € T2(qg < S2 人 q |K* T2 = 万 )} (9.30) 


Æp 下 稠密 的 。 取 geGND， (T2, S2) E T2, 使 得 q < 82 并 且 q it N2 一 Tlo 
GA, mG E€ nao MEH, 应 用 1。1 F qlm = 二， 可 得 mg = ne. M 
LA tig E Tage 


(b) 接 下 来 证 明 (2)0 RIK ma E neo RIEN, TE me E mc 
使 得 s2 € G 并 且 me = neo MH 1. 2, FE re GWE rll m= nto 
W p< r H p< so， 则 由 引 理 9.3.5(2)， 对 任意 gq < p, q < ss 并 且 
qit* m 二 4。 再 根据 定义 9.3.3(2),，p khH* 7, E 72。 注 意 我 们 所 证 明 的 ， 要 比 
定义 9.3.3(2) 所 要 求 的 强 。 


(3) 以 下 证 明 (1) 和 (2) 关于 一 般 公式 成 立 。 此 处 需要 注意 ， 由 
于 定义 9.3.3 对 一 般 公式 不 是 绝对 的 ， 故 必须 写 明 其 相对 化 。 为 了 简明 起 见 ， 
我 们 省 略 掉 71,…… , 72。 


(a) 假设 (a 是 Yo 


(i) 为 证 明 (1)， 我们 假设 (1). (2) X y 成 立 ， 同 时 假设 
pEG 并 且 (plF* ~y). H THEHR (~y), REI (办 YIGI]。 根 据 归 
纳 假设 (应 用 (2) Fy), 存在 ge G, (qi y). RreG Sr <p 
并 且 r <q, WARES |F#9.3.5(2), (ri y), 5 (pitt aw)” 的 定义 矛盾 。 
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(ii) 为 证 明 (2) 对 否定 成 立 ， 假 设 (y). ELEA 
D = {p | (p IF Y)™ v (p IF" +p) “} o (9.31) 
显然 , DeM 并 且 D 是 稠密 的 。 取 ge GND， 如果 (qi y), MRH 
归纳 假设 ，( 罗 YIGI ， 与 假设 矛 慎 ， 所 以 只 有 (plH* y). 
(b) 假设 p 是 Yi 入 如。 


(i) 假设 (pih p)”, WW (ph 41)” 并 且 (plF* ya)M。 由 归 
BBL, (Y) 并 且 (Y) MIC, ALA (y) ICI. 

(ii) 假设 OMI), WA PMI 并 且 WIIGI。 由 归纳 假设 ,存在 
p,q9 EG， (plF* y)” FFA (glh wo)M。 取 reG 使 得 r+ <p 并 且 r<g， 
则 (r IF* Wi)™ 并 且 (r | we)™ , 因此 (r IH* yp)! 

(c) 假设 y 是 3zw(z)。 
(i) 如 果 peG 并 且 (plhH Iryl), WEE 


D = {r | 3o € M” (r I elc)) } (9.32) 


是 p 下 稠密 的 。 取 gqg e GN D, oe M? WE (qi yp(o))MY， 由 归纳 假设 ， 
p~ll (oc), W (3zp(z))YIGI。 

; (ii) 假设 (Gry(x)) a, HE o e M? 使 得 MIF (ag). ILA 
归纳 假设 ， 存 在 pe G，(p IH* wp(o)) 改 ， 由 引 理 9.3.5(2)， 对 任意 v < p, 
(alh* p(a))”。 再 根据 定义 9.3.3(5)，(p IH 3zeo(z)) 。 注 意 我 们 所 证 明 的 ， 
要 比 定义 9.3.3(5) 所 要 求 的 强 。 口 


有 了 这 些 准 备 ， 我 们 现在 可 以 证 明 上 在 M 中 是 可 定义 的 。 
9.3.7. 力 迫 定理 令 M A ZFC 的 可 数 传递 模型 ， 卫 为 M Pie ; 令 
oO(Z1 En) ŽAS, n,m EM? A M PHPF, 
(1) 对 任意 peP, 
pit P(T: , Tr) SARS (pH p(T, Tn))™; (9.33) 
(2) 对 任意 M LA P 脱 殊 滤 G, 
p(T1G,°*+ , Tmo) MI) 当 且 仅 当 3p E G(plk y(n, ,Tn))。 (9.34) 
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证 明 . (1)” 必 要 条 件 ( 自 右 向 左 ) 的 方向 由 定理 9.3.6 (1) 和 十 的 定 
义 立 得 。 充 分 条 件 (BAIA) 的 方向 证 明 如 下 : 假设 p It lT, Tm), 
由 引 理 9.3.5 (3) 我 们 只 需 证 明 集 合 


D = flh p(n »Tm))™} (9.35) 


是 p 下 稠密 的 。 反 设 不 成 立 ， 取 9 和 p 满足 -Ir < g(r € D) RH IF 
的 定义 ，(g IF* lTi ,7n)) 半 。 由 刚刚 证 明 的 必要 条 件 的 方向 ， 我 们 有 
qlt -elm ,… Tn) MG Æ M 上 的 P 脱 殊 滤 使 得 ge G (根据 引 理 9.2.2， 
这 样 的 G 总 是 存在 的 ) ， 则 由 定义 ，(-elmec,…… ,me))xiel。 同 时 注意 到 
p E G 并 且 我 们 的 假设 是 pH 2(m ,mm)， 所 以 PNMIGI(mic, Tna) F 
盾 。 


(2) 首先 假设 yp(71G,… ,mxG)MIS1， 由 定理 9.3.6 (2) 可 知 3p € 
G(pIF* p(n,… ,Tn))M。 再 由 本 定理 (1), Sp € G(plt (Ti, ,7n))。 Rit 
K, IK Ap € G(p lt y(n, ,tm)), E (1), Ip € Gip I p(T ,Tn))™, 
由 定理 9.3.6 (1) 可 得 Ml (tma, ,™ma)e 


9.4 M[G] 中 的 ZFC 


接 下 来 我 们 要 证 明 对 任意 ZFC 的 可 数 传递 模型 M， 它 的 如 上 构造 的 
脱 殊 扩张 M[G] 也 是 ZFC 的 模型 。 


a) 存在 公理 。 显 然 ，M[G] 非 空 。 
(2) ”外 延 公理 。 显 然 ，M[G] 是 传递 的 。 


(3) 分离 公 理 。 我 们 需要 证 明 : 对 任意 o,71,… ,7 E ME 以 及 任意 
公式 p(z, v, y: or ,Yn), 集合 


A= {a E ag | (Yla, G, Tig: Tna) A} (9.36) 
属于 MIG]。 令 
p={(7,p)E dom(o) xPlplt (m EoAYNA, or ,Tn))} 0 (9.37) 


由 于 力 迫 是 M 中 可 定义 的 ( 力 迫 定理 9.3.7 (1)), W p e MP. 
我 们 计算 pe。 为 了 简明 ， 我 们 省 去 公式 中 的 参数 。 首 先 ，pe 的 元 素 
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形 如 re, HH (mp) € p 并 且 pe Go ER rc € pa, RH p HE 
X, pl- (m E€ oa 人 (7)); VAR It MEM, te € og 并 且 YMA (zg). 
所 以 re € X, B pg C Xo RZ, Bita ce os HA yea), WE 
在 TE dom(c), a 一 TGo 所 以 (ra € og AW(rc))xwIG]。 由 力 迫 定理 9.3.7 
(2) , 存在 peG,pIhHTreaAuWr， 所 以 (rp) E€ p, 故 rcepe， 
即 X C pc。 这 样 ， 我 们 证 明了 和 X= pc € MI[G]。 


(4) 对 集 公 理 。 假 设 abe MIG], WEE P For, HE 
a=0¢,b=T¢e & r= {(0,1),(7,1)}, Wa Æ P ZF, 而 re = {00,7}, 
属于 M[G]- 


(5) 并 集 公理 。 我 们 只 需 证 明 ， 对 任意 Xe MIG], UX € MIG]. 
利用 M[G] 的 传递 性 ， 我 们 证 明 存 在 Y € MIG] 使 得 UX CY. MP AS 
r 使 得 7G =X, & r =Udon(r), Wr Æ P F. FY = nra € MIG]. 
Fre X, Fo 为 使 得 z = cc HP 名字 。 根 据 定义 ，o e dom(r)， 所 
以 oC x。 还 是 由 定义 可 知 ，oG Cage BA X 的 元 素 都 是 re = 的 子 
SE, PRA UX CY 


(6) ERAH. REREH: 对 任意 X e MI[G], PMISI(X) = 
P(X) N MIG] € MI[IG]。 由 分 离 公理 ,我 们 只 需 证 明 存 在 Y < MIG]， 
P(X)NM[G] ESY。 令 为 见证 X = oc 的 下 名字。 定义 集合 : 


S = {r € M” | dom(r) C dom(o)} = P” (dom(a) x P)» (9.38) 


& p=8Sx {1}, £ Y = pe = {TG |T E S} HWE X = oe 的 任意 子 集 都 
属于 Y = po, Bye M?” 使 得 pwc Cog =X, 我 们 证 明 pe € pc = 了 。 令 


T = {(1,p) |m E€ dom(o) Apl- T €u}, (9.39) 


Wres, 所 以 7eepc。 以 下 证 明 ug = TG。 由 于 ua Soc， 所 以 对 ue 
的 任意 元 素 ne, WA re dom(o); 同时 ， 存 在 peG 使 得 pIHreA (Ik 
AY KE SL) ; 所 以 (m, p) ET, 故 Te E TG, 这 就 证 明了 HG € TGo RZ, 如 
R rc E€ To, WHE pe G， 使 得 (r,p) € ro XERA pil- x epn, PT 
以 (me € Ug) M41, 由 绝对 性 ， nG E HG, 这 就 证 明了 TG © HGe 这 样 就 有 
TG = HG, W ue E pg=Ye 


(7) 无 穷 公理 。 显 然 , w = we € MI[G]。 
(8) ”基础 公理 。 基 础 公理 在 任何 类 中 都 真 。 
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(9) ”替换 公理 。 我 们 需要 证 明 : 对 任意 oc, Tie, ,me E MIG] 以 
及 任意 公式 p(T,v, 7; 21 ,Yn), 如 果 


(Yx E ac3lyV(z， YT G: TIG… TG), (9.40) 
则 存在 pe MP 满足 
Vax € oc3y = pe(V(z， Y¥,9G,T1G;""* ,Tnc))MIGI 。 (9.41) 


为 简明 起 见 ， 以 下 我 们 省 略 掉 参 数 。 令 Se M WE SCM 并 且 
Yr € dom(a)Vp € P[3u € M? (p It y(n, 1)) > 
Sp € S(p l- Y(T, p))]o 


由 力 迫 定理 9.3.7 (1), pl- y(r, u) 可 由 形 如 ypX 的 公式 定义 ， 所 以 根据 反 
映 定理 ， 我 们 可 以 找到 合适 的 序数 a, 使 5 = VM nm M?。 因 此 以 上 定义 是 
合适 的 。 令 p= 5 x {1}, M pe = {ua |u ES} IER zx Eoc, RUER 
Jy € pa(w(z,Yy))MIGl。 & re dom(o) 为 见证 zx= Ac HPA. AR, 
(3yw(re,y))IGI， 故 可 取 v e M? WE YMO (rg, ve). BIE 9.3.7 
(2), FÆ pEG, pl- y(r, w) 根据 (9.42) Jue S(p IH y(r, u)), 再 根据 
力 迫 定理 9.3.7 (2) 可 得 Ay € po(w(z,y))MIS]。 


(10) 选择 公理 。 我 们 验证 选择 公理 的 以 下 形式 : 
Vata € Oni f(f 是 函数 Adom(f) =aAz Cran(f))o (9.43) 


对 任意 xz = og € M[G], o e MI， 自然 也 属于 M。 由 于 假设 选择 公理 在 
M 中 成 立 ， 我 们 可 以 令 dom(c) = {my | y < Q}。 其 中 函数 > Ty,Y Ea 
属于 Mo 注意 {(4,1), (xy,1)} 实际 上 是 无 序 对 {7,ryc} HEF, ERN 
还 可 定义 有 序 对 (Ynya) = {{7} {rrhh 的 名 字 ， 我 们 暂 把 (7,ryc) 的 
名 字 记 为 pair(3,ry)。 令 S = {fpair(yry)1|7< os € T= S x {1}, M 
TEM (实际 上 属于 MP), 并 且 te = {(7,ryce)|j7Eealj。 故 re 是 函数 ， 
其 定义 域 为 a, 并 且 og C ran(7rc)。 


(9.42) 


综合 1-10, 我们 证 明了 以 下 定理 : 


9.4.1. 定理 A M A ZFC 的 可 数 传递 模型 ， PAM 中 的 力 迫 ，G 为 M 
上 的 了 MAB, R) M[G] 是 ZFC 的 模型 。 


而 这 又 蕴涵 着 以 下 定理 : 
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9.4.2. 定理 令 M 为 ZFC 的 任意 可 数 传递 模型 ， 也 EM 为 偏 序 集 ， 
G A P P MMRR, HAA ZFC 的 可 数 传 递 模型 MIG), BR 
M C MIGJ]，Ge MI[G] 并 且 o(M) = o(M[G])。 同 时 ，M[G] 是 满足 以 
上 条 件 的 模型 中 最 小 的 。 


由 以 上 定理 我 们 立即 可 以 得 到 可 构成 公理 的 独立 性 。 


9.4.3. 推论 Con(ZFC) 一 Con(ZFC + V Æ L). 
证 明 . $ M 为 ZFC 的 可 数 传递 模型 ， 了 为 M 中 的 力 迫 ，G 为 M 上 的 


P 脱 殊 滤 ， 使 得 Gg Mo HF o(M[G])=0(M), FTA LMI =LM CM, 
所 以 M[G] 满足 VAL. 口 


9.5 CH 的 相对 独立 性 


我 们 现在 用 力 迫 的 方法 来 证 明 Con(ZFC + -CH)。 在 本 节 中 ，M t 
终 是 一 个 ZFC 的 可 数 传递 模型 。 而 M PHA P 则 定义 为 : 
9.5.1. 定义 ZXAM P = Furc(I, J) A: 


Func(I, J) = {p | |p| < wAp 是 函数 


(9.44) 
Adom(p) C I Aran(p) C J}。 


4 (P,<,1) = (Func(J, J), 2,0). 


9.5.2. 引 理 如 果 了 ,J Ee MM, 了 无 穷 并 且 J ES, MG RM £4 Func(/, J) 
RARE, MUG 是 了 到 J 上 的 满 射 。 


证 明 . 参见 例 9.2.5。 口 


9.5.3. 例 假设 上 是 M 中 的 不 可 数 基数 ， 即 Ke M 并 且 (k 是 不 可 数 基 数 
)M. $ G 是 M 中 的 Func(No, x) 脱 殊 滤 ， 则 fe =UG € M[G] (U 是 绝 
对 的 )。 而 根据 以 上 引 理 fo 是 No 到 < 上 的 满 射 ， 故 & 在 M[G] 中 是 可 数 
的 。 这 个 例子 说 明基 数 概念 对 M 和 MI[G] 不 是 绝对 的 。 
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9.5.4. 引 理 如 果 ac MM 并 且 G 是 Func(a x No0,2) 脱 珠 滤 ， 则 (2 > 
larie 


证 明 . $ fe = UG: ax 9 2, WU fo 看 作 是 一 个 a 序列 ， 这 
个 序列 中 的 项 是 No 到 2 上 的 函数 ， 即 ， 对 任意 6 < a, 任意 n € No， 
令 feln) = fal(B,n)。 由 绝对 性 ， 序列 (fe | 8 < a) 属于 MI[G]。 对 任 
意 C<&<a, 集合 


E$ = {pE P | In < Nol(¢,n) € dom(p) A (€, n) € dom(p) 
A p(6.n) # pE, n)]} 


在 P 中 稠密 并 且 属 于 Mo GOEZO, TZARE fc x feo MA, 在 
MIG] F, K% 8 => fa % a 一 一 映 入 20 中。 o 


初 看 起 来 ， 我 们 可 以 取 a = (Ng)”， 从 而 由 以 上 定理 得 到 (2X > 
Nas)YIGI， 这 就 是 CH 的 独立 性 。 但 为 此 我 们 必须 首先 知道 a = (Ng)” = 
(Ns)wIG， 即 Ng 对 M, M[G] 是 绝对 的 。 由 例 9.5.3 可 知 ， 这 一 点 并 非 是 平凡 
的 。 


9.5.5. 定义 令 卫 是 偏 序 集 而 D CP， 如 果 对 任意 p,geEDD 都 有 p 头 gq 冀 
H plq, R D 是 了 P 的 反 链 。 如 果 了 P 的 任意 反 链 都 是 可 数 的 ， 就 称 呈 有 
可 数 反 链 性 质 ， 通 常 记 作 ccc O 


接 下 来 我 们 会 证 明 ， 如 果 一 个 力 迫 驰 在 M 中 具有 可 数 反 链 性 质 ， 则 基 
数 概念 对 M 和 脱 殊 扩张 MI[G] 是 绝对 的 ， 而 幸运 的 是 力 迫 Func(k x No, 2) 
恰好 在 M 中 具有 可 数 反 链 性 质 。 


9.5.6. A- 系 统 引 理 如 果 A 是 有 穷 集合 的 族 ， 并 且 |A| > No， 则 存在 不 可 
数 的 Ao C 4， 以 及 有 穷 集合 尺 满足 : 对 任意 X YC A, XNY=R £ 
有 这 样 性 质 的 集合 族 Ay 称 为 A- 系 统 ， 有 穷 集 合 RRA Ao 的 根 。 


证 明 . 由 于 A 不 可 数 ， 而 A 的 元 素 都 是 有 穷 的 ， 故 存在 new, RA 
{X €A| |X| =n} 不 可 数 。 因 此 ， 不 妨 设 A 中 的 元 素 都 以 n 为 基数 ， 以 
下 施 归 纳 于 n KEH. WR n= 1(n 不 能 为 0， 否 则 A 的 基数 就 为 1， 而 
我 们 假设 A 是 不 可 数 的 ) W A 中 元 素 两 两 不 交 。 令 R = 6$，Ao = A, 
”通常 的 称呼 是 “可 数 链 性 质 ”"，c.c.c. 实际 上 是 countable chain condition 的 缩写 。 但 似乎 “可 数 
反 链 ” 的 名 称 更 能 名 副 其 实 。 
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命题 成 立 。 假 设 命题 对 n 成 立 ， 我 们 证 明 对 nn 十 1 也 成 立 。 此 时 有 两 种 
情况 : (1) 存在 z，A 中 有 不 可 数 无 穷 多 个 X 以 z 为 元 素 。 此 时 集合 族 
{X —{x}| XE AArEX} 不 可 数 ， 而 且 其 元 素 的 基数 都 为 n， 应 用 归纳 
假设 ,命题 得 证 。(2) 和 否则， 每 个 > 至 多 属于 可 数 多 个 X eA KE, Xt 
任意 E < Ni ， 集 合 族 


{Y eA|3 < &HYNX #0) (9.45) 


至 多 是 可 数 的 。 这 就 使 我 们 可 以 递归 构造 不 可 数 序列 (Xe © A | E< N) 使 
得 任意 Xe 两 两 不 相交 ， 令 Ao 为 以 上 序列 的 值 域 ，R = 0。 得 证 。 o 


9.5.7. 引 理 如 果 工 是 任意 集合 而 J 是 可 数 的 ， 则 Func(I, J) 有 可 数 反 链 
性 质 。 


WEAR. 如 果 工 或 7 HZR, 则 Func(/, J) = {0} E Func(I, J) =0, 显然 有 
ccc. HIN, WR Func(J,J) 可 数 ， 命 题 也 已 经 成 立 。 假 设 I,J 都 不 为 空 
集 , 并 且 Punc(I, J) 不 可 数 。 令 X 为 它 的 任意 不 可 数 子 集 , 我 们 证 明 X 不 
是 反 链 ， 即 找到 p,ge X, E p,q 是 相 容 的 。 令 A= {dom(p) | pE X}, 
则 A 是 不 可 数 的 。 这 是 因为 J 是 可 数 的， 而 每 个 A 中 的 元 素 4 都 是 
有 穷 的 ， 所 以 由 4 到 J 的 函数 至 多 有 可 数 多 个 ， 而 X 不 可 数 。 根 据 
人 -系统 引 理 9.5.6， 存 在 A 系统 A CA, FRA Ao 的 根 。 定 义 集合 
Y = {peX|dom(p) € Ao}, AF J TK, MI? 也 是 可 数 的 ， 因 
此 Y 中 的 函数 限制 在 R 上 只 有 可 数 多 个 不 同 的 可 能 。 因 此 存在 p,q € Y, 
pAq, 但 是 py 有 R= gq | R, B p,q 是 相 容 的 函数 (定义 2.2.8 (1)), 所 以 
pUg 是 一 个 函数 ( 见 练习 2.2.9)， 它 属于 X 并 且 是 p,q 的 共同 扩张 ， 所 以 
X 不 是 反 链 。 日 


以 下 命题 可 以 说 明 可 数 反 链 性 质 在 力 迫 中 的 重要 性 。 它 使 我 们 可 以 在 
M 中 逼近 M[G] 中 的 任何 函数 。 


9.5.8. 引 理 假设 Pe M 并 且 (PP 有 可 数 反 链 性 质 )M，G 为 M 上 的 正 
MAB. ¢A,BeM, :4 一 已 属于 MIGI， 则 存在 M 中 的 映射 
F: A> P(B), Ya € A(f(a) € F(a)) #4. Va € A((|F(a)| < No)™) 


WEAR. 取 r e MP 为 函数 太 的 名 字 。 由 力 迫 定理 ， 存 在 pe G Et plr 
是 À F| Š 的 函数 。 定 义 


F(a) = {b€ B | Aq < plq IF 7(6) =b)} o (9.46) 
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由 力 迫 的 定义 及 力 迫 定理 9.3.7 知 F E€ Mo 

任 给 ae 4, 令 5= fla), 则 存在 re G, rlkr(a)=b. AF p,r 都 属 
FG, RHE eG, q<r ŽE q< pE ql- r(ă)= b. Pr be F(a). 

在 M 中 应 用 选择 公理 ， 定 义 函 数 Q : Fla) 一 P， 使 得 对 任意 
b € F(a), QW) < p 并且 Q(b) It r(ă) = 5b。 对 任意 b,b € F(a), WR 
bb, NW Q) L Q(b')， 否 则 就 存在 脱 殊 滤 H, b,b € H, 而 在 M[H] 
H, ty: A> BRAM, AMA Tula) =b FE Ty(a) =, PIB IX, 
{Q(b) |b € F(a)} 就 是 正中 的 反 链 ,由 (P 有 可 数 反 链 性 质 )M UR QeM, 
All (|{Q(b) |b € F(a)}| < No)”, HK (|F(a)| < No)” 口 


9.5.9. 定义 ”(1) 如 果 正 e M， 称 正 是 保持 基数 的 当 且 仅 当 如 果 G 是 M 
Et P 脱 殊 滤 ， 则 
VB €0(M)((B 是 基数 )M © (8 EKKO), (9.47) 


(2) WR PEM, #P 是 保持 共 尾 的 当 且 仅 当 如 果 G 是 M EHPA 


cf(y)™ = cf(7y)YIG]。 (9.48) 


所 以 ,根据 前 面 的 讨论 ， 为 了 证 明 -CH 的 相对 一 致 性 ， 我们 需要 验 
证 给 定 的 力 迫 是 保持 基数 的 。 以 下 命题 的 目的 是 简化 这 种 验证 。 


9.5.10. 引 理 APEM 并 且 G 是 M 上 的 了 P 脱 殊 滤 ， 
(1) 假设 (k 是 正则 的 )M 蕴涵 (K 是 正则 的 )MIGJ， 那 么 耻 保持 共 尾 ; 
(2) 如果 了 P 保 持 共 尾 ， 则 卫 保 持 基 数 ， 
(3) ”如果 卫 保持 基数 ， 则 对 任意 基数 k, KM = kMIG]。 


WERA. 见习 题 9.7.8。 口 


9.5.11. 引 理 w PEM mn (PATXA), U 下 保持 基数 。 
WERA. 由 引 理 9.5.10， 我 们 只 需 证 明 
(s IEMA)” > (k 是 正则 的 )%IGl 。 (9.49) 
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反 设 (9.49) 式 不 成 立 ， 即 存在 < EM, (« IE )”, 18 (k 不 是 正 
则 的 )YIG。 因 此 存在 a < rw， 存在 js MI[G]，f : a 一 & 是 共 尾 映射 
(在 M[G] 中 )。 根 据 引 理 9.5.8， 存 在 函数 F e M WH: FF :a 一 P(x), 
VE < a(f(€) € F(é)) FFA VE < a((|F(E)| <w)”)> MS = Ueca F(E), W 
SEM 并且 (在 M 中) Æ nr HERTE. FIt, S (在 M 中 ) 是 a 个 可 
数 集合 的 并 ， 因 此 (|S| = |a| < s) (注意 这 里 用 到 (s 是 基数 )M), 5 (k 
是 正则 的 M 矛盾 。 口 


9.5.12. 定理 Con(ZFC) 一 Con(ZFC + -CHD)。 


证 明 . 考虑 力 迫 下 = Func((N2)™ x No,2)， 则 P 有 可 数 反 链 性 质 ， 因 此 保 
持 基 数 ， 故 (Na)% = (Na)YIGI。 根 据 引 理 9.5.4，(2xe > Na > NML Of 


以 上 定理 表明 ， 连 续 统 的 基数 可 以 “不 是 ”Ni 。 随 之 而 来 的 问题 就 
是 连续 统 的 基数 可 以 “是 ”什么 ， 即 如 何 确定 连续 统 的 值 。 由 于 力 迫 
Func(k x w,2) 产生 2” > n 的 模型 ， 因 此 自然 的 想法 就 是 利用 M 中 
FES FEA MIG] 中 基数 的 震 找 到 一 个 上 限 ， 例 如 ws， 这 样 就 能 得 到 
(2”= wz)YIGI。 当 然 这 需要 新 的 技巧 ， 其 关键 是 找到 一 个 统一 的 名 字 集 合 
来 命名 MIG] 中 的 w TÆ- 
9.5.13. 定义 Riko 是 一 个 下 名 字 ， 考 虑 具有 如 下 形式 的 集合 了 
T= 二 【jj{{7} x Ar |T € dom(0) A A, ŽP 中 的 反 链 } 。 (9.50) 
则 T 有 是 下 名 字 ， 称 为 o 的 一 个 子 集 的 美 名 。 
9.5.14. 引 理 如 果 耻 EM 而 上 mAeEMTI， 则 存在 一 个 吕 子 集 的 美 名 TEMP 
使 得 : 
1I- (uCo—>pu=rT)o (9.51) 


证 明 . 任 取 r e dom(c), $ A, CP 为 满足 以 下 条 件 的 最 大 子 集 : 
(1) Ype4r(pIhHTEAH); 
(2) A, 是 正中 的 反 链 。 
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由 力 迫 的 可 定义 性 以 及 M 中 的 佐 恩 引 理 ， 4 ce M, $ 
{Ar | m E€ dom(o)} E€ Mo & r = Uf{{a} x A, redomn(c)}j。 以 下 证 明 
对 任何 PRE G, ua Cog > ua = Teo MXM NAIC. 

先 证 ja C rao FEM x € uao HT we Cog, WEE r € dom(c), 
z=Too MRA,AGAO, WR pE A, AG; 这 样 ， (rp) Er 而 peG， 
FELA x = nG E Tao WRAANG=0, $ q E G WE Ype Alp Lq) W 
q EG E qg rep WRMRreGAr<qr<q, M ArU {r} 满足 
(1) 和 (2), 与 A, 的 最 大 性 矛盾 。 

KIR, 取 rer, 存在 pe G，(n,p) Er 并 且 z= rc Hr 的 定 
MG, DIHT ep, W x= To € ugo 口 


9.5.15. 引 理 假设 力 迫 正在 M 中 具有 可 数 反 链 性 质 ，|P| =r > o + 
入 为 无 穷 基 数 ，6 = 6, REAG AMEK PRE, UA MG 中 
2 <0. 


证 明 . 在 M 中 , P 的 反 链 至 多 有 KR 个 ， 而 dom(A) 的 基数 为 和， 所 以 X 
子 集 的 美 名 至 多 有 (KP = k* =0 个 。 今 (Tala < 0) EM 中 这 些 美 名 的 
枚 举 ， 则 存在 函数 fe M[G], dom(f) = 6 并 且 对 任意 a € 0, f(a) = Tago 
由 引 理 9.5.14， 每 个 和 的 子 集 都 有 一 个 美 名 ， 故 (PAME Cran(f), 而 
lran(f)| <6, FFEA (2> < 9) MIEl, 口 


9.5.16. 定理 令 KAM PHAR RAHA (KX = k)“, EGAM 
上 的 Func(k x Xo, 2) 脱 珠 滤 ， 则 (250 = K)MICI, 


证 明 . 应 用 引 理 9.5.15, 取 入 = No，0 = xK, P= Func(s x No,2)， 则 引 理 的 
REWE, BOR (2 < ae 又 注意 到 , 这 里 的 力 迫 同时 满足 引 理 9.5.4 的 
条 件 ， 所 以 也 有 (2 > k)MIGI]。 因 此 ，(2xo = «) MIC), o 


9.5.17. 推论 Con(ZFC) 一 Con(ZFC + 2% = No)。 


9.5.18. FE 此 处 我 们 很 想 总 结 一 下 力 迫 法 几 个 关节 点 : 59.5.4, 9.5.1100 
9.5.15。 在 引 理 9.5.4 中 ， 对 任意 序数 a, FI Func(a x No,2) 都 能 生成 
(28° > lal) 的 脱 殊 模型 。 由 于 序数 是 对 任意 传递 模型 J 绝对 的 ， 所 以 此 处 没有 
遇 到 任何 障碍 。 而 当 我 们 需要 a 是 基数 时 ， 就 必须 要 求 新 生成 的 模型 保持 
基数 ， 引 理 9.5.11 告诉 我 们 只 要 对 P 稍 加 调整 ， 令 其 满足 ccc 时 ， 其 生成 
的 脱 殊 模型 就 一 定 有 这 个 性 质 。 而 Func(a x No, 2) 恰好 是 满足 ccc. 的 。 接 
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下 来 我 们 有 了 进一步 的 要 求 ， 就 是 要 对 D 加 一 个 上 限 ， 而 引 理 9.5.15 告 诉 
我 们 ， 只 需 对 kM 稍 加 调整 ， 令 其 满足 (K = K) 即 可 。 这 套 程式 的 力量 在 
于 ,对 任意 <， 只 要 满足 这 些 条 件 ， 我 们 都 能 生成 相应 的 模型 。 而 满足 条 件 
的 基数 非常 普遍 : 假设 M 满足 GCH (上 一 章 我 们 已 证 明 GCH 与 ZFC 
一 致 ， 所 以 这 样 的 模型 存在 ) ， 则 在 M P, WREX s 满足 cf(k) > No, 就 
有 k = p ( 见 定理 5.5.11) ， 根 据 以 上 定理 ， 也 就 有 2 = ro WAN: 


9.5.19. 推论 Con(ZFC) 一 Con(ZFC +2% =x), # P k 可 以 是 以 下 基数 
中 的 任何 一 个 : 


Nie, Ngo, R2013, Raat? 5 


证 明 . 假设 Con(ZFC)， 我 们 已 知 这 蕴涵 着 Con(ZFC + GCH). $ M 
为 ZFC + GCH 的 可 数 传递 模型 ， 取 力 迫 P = Func(k x No,2)， 其 中 
k 二 Ni2，Nsg，N2013 或 Ne, SS, IRI G 是 P 脱 殊 滤 。 因 为 GCH 
在 M 中 成 立 ,所 以 kxo = k， 所 以 根据 定理 9.5.16， 有 (20 = 由 MIG ， 即 ， 
Con(ZFC) 一 Con(ZFC + 2% = x). 回 


96 CH+-=GCH 的 相对 一 致 性 


本 节 的 结果 可 以 看 作 是 应 用 力 人 迫 方法 的 一 个 例子 。 我 们 对 上 一 节 的 科 
恩 力 迫 稍 加 推广 ， 不 再 要 求 从 了 工 到 J 的 函数 是 有 穷 的 ， 而 是 考虑 更 大 的 基 
数 。 除 非特 别 说 明 ，M 总 是 表示 ZFC 的 可 数 传递 模型 。 


从 独立 性 证 明 的 角度 来 看 ， 本 节 的 结果 是 一 种 加 强 。 我 们 在 上 一 节 构 
ET CH 在 其 中 不 成 立 的 模型 ， 自 然 地 ，GCH 在 这 些 模型 中 也 不 成 立 。 
在 本 节 中 我 们 打算 更 “细致 ”一 些 ， 构 造 一 个 模型 ， 使 得 CH 成 立 ， 但 在 
后 面 某 处 破坏 GCH, SHR 


本 节 也 是 对 整个 力 迫 思想 的 一 个 复习 ， 多 数 命题 都 对 应 着 上 一 节 的 某 
个 命题 ， 其 证 明 也 是 稍 加 调整 ， 这 样 的 安排 有 助 于 读者 尽快 掌握 力 迫 的 技 
术 。 
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9.6.1. 定义 对 任意 基数 和 ， 令 


Func, (I, J) = {p | |p| < AAp 是 函数 


(9.52) 
^dom(p) C I A^ ran(p) C J}, 


则 相应 的 力 连 为 (Func、(T, J), ,四 。 一 般 情况 下 我 们 只 用 Funca(T,J) 表 
示 这 个 力 迫 。 


9.6.2. 注 如 果 入 > w, 则 Func、(1,J) 不 再 是 绝对 的 。 显 然 , 如 果 I EAM 
J EZ, N Func (J, J) 是 不 可 数 的 ,但 (Funcx(T,.J)) 是 可 数 的 。 另 外 一 
个 变化 是 这 个 力 迫 可 能 不 再 有 可 数 反 链 性 质 。 例 如 ， 如 果 入 = Ni，|J|= 2， 
则 容易 找到 基数 为 X 的 反 链 。 为 此 我 们 引入 以 下 弱 的 反 链 性 质 。 


9.6.3. 定义 给 定 基数 K， 如 果 偏 序 集 P 的 任意 反 链 的 基数 都 小 于 k， 就 称 
P 具有 A- 反 链 性 质 ， 记 作 K-c.c.. 


所 以 ，c.c.c. 就 是 Ni-c.c.。 针 对 KREME, Ree Pe RAY 
A- 系 统 引 理 。 


9.6.4. 广义 A- 系 统 引 理 SAn 是 〈 无 穷 ) 正则 基数 并 且 k > A。 同时 假设 
对 任意 a < kK, MBA |a<*^| < k。 对 任意 集合 A， 如 果 JA = k， 但 对 任意 
Ae A，|A| < 和 ， 则 存在 Ao € [AJ“，.Ao 是 人 -系统 。 即 : 存在 集合 RIEA 
对 任意 A,BE€ Ao #RAAB, MANB=R, REA Ao 的 根 。 
WEAR. i A= {Aa |a < kn} AW UAS x= 上， 所 以 不 妨 设 每 个 Aa 
都 是 < 的 子 集 。 

回忆 命题 6.2.16 中 的 Bx = {a < x | cfa) =A}, BA k 的 一 个 平稳 子 
集 。 定 义 Er 上 的 函数 f， 使 得 f(a) = supla 阁 4。)。 由 于 对 任意 a € Ef, 
|Aa| < 入 = cf(a)， 所 以 sup(a N Aa) <a, BI f 是 退缩 函数 。 应 用 福 道 尔 
定理 6.2.20， 存 在 7 < k, 


T = {a € EX | sup(an Aa) < 7} (9.53) 


D = {a < k | Y8 < a(sup(Ag) < a)}, (9.54) 


则 DACAAR ( 见 推论 6.2.12) ， 因 此 To = TND 是 平稳 集 。 对 任意 
ab €T, 不 妨 设 a <b, HF sup(4。) < 8， 以 及 sup(6n4p) <7, 所 
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以 sup(Aa N Ag) < y, Al Aa N Ag Eye。 又 知 对 每 个 a, |Aal <y, 所 以 
RM Aeh, S Ta = {BET | Asny=A}, 则 


To= |] Tao (9.55) 


Aely]<* 


但 是 ， 根 据 假设 ，|[y]<*| < K, m « 上 的 非 平稳 理想 是 -完全 的 ， 所 
以 ， 总 存在 一 个 RE |[y]“^| 使 得 Tr 是 平稳 集 。 令 A = {Aa |a E Tr}, 
则 |4o| = %w， 并 且 是 以 R 为 根 的 A- 系 统 。 口 


显然 ， 引 理 9.5.6 是 和 = Xo, = Ni 的 特殊 情况 。 注 意 ， 在 本 节 中 ， 我 
们 提 到 A- 系 统 引 理 都 是 指 广义 的 。 类 似 于 引 理 9.5.7， 我 们 有 : 


9.6.5. 引 理 对 任意 基数 和 ，Func、(T,J) 有 (|.J|<^)+- 反 链 性 质 。 


WEAR. 令 k= (|J|<*^)+。 如 果 J 是 空 集 或 是 单 点 集 ， 则 命题 是 平凡 的 。 假 设 
| 四 二 2， 则 s > 入 并且 是 正则 基数 〈 因 为 所 有 后 继 基数 都 是 正则 的 ) ER 
X C Func, (I,J) H. |X| = ko 在 以 下 证 明 中 不 妨 设 入 是 正则 的 。 如果 不是 ， 
则 一 定 存 在 Xo < A 使 得 Xo = {p © X | |p] < Ao} 的 基数 为 <， 则 我 们 可 用 
Xo RR X, FAAS 取代 和。 

令 A = {dom(p)|peX}, WH A- 系 统 引 理 9.6.4， 存 在 ARK 
Ao CA, & RAR, 定义 集合 Y= {pe X | dom(p) € Ao}, 由 于 |JR| < 
(后 者 是 (|J|<*)+)， 所 以 存在 p,qg EY, p#q, He pt R=qIR, E p,q 
是 相 容 的 函数 所 以 pUg 是 一 个 函数 〈 见 练习 2.2.9) ， 它 属于 X HHE p,q 
的 共同 扩张 ， 所 以 X 不 是 反 链 。 口 


9.6.6. 引 理 RR PEM, (kK 是 不 可 数 基数 )M， 并 且 (PA k- 反 链 性 质 )™M， 
GAM 上 的 了 - 脱 殊 滤 。 + A,BEM, f:A>BAF MIG], 则 存在 1M 中 
的 映射 下 :4 一 P(B), Va € A(f(a) € F(a)) 并 有 Va € A((|F(a)| < «)™)。 


证 明 . 与 引 理 9.5.8 类 似 ， 我 们 简 述 如 下 : 
E reM? 为 函数 f 的 名 字 。 由 力 迫 定理 ， 存 在 pe G 使 得 plhHr 是 
A 到 BRR. EM 


F(a) = {b € B | 3q < plq IF 7(6) =H}, (9.56) 
WreM, 并 且 , WR b= fla), Woe F(a). 
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在 M 中 应 用 选择 公理 , 定义 函数 Q: F(a) 一 P, 使 得 对 任意 be F(a), 
Q(b) < po FE Q(b) Ik r(ă) = 6, M {Q(b) |b € F(a)} 是 PP 中 的 反 链 ， 由 
(P A -RHEE AR Qe M, Al (\{Q(b) |be Fla)}|< K), W 
(|F(a)| < K)™ o 口 


类 似 地 ， 我 们 定义 “保持 > A- 基 数 ” 和 “保持 > TER” BES. 


9.6.7. 定义 APEM AAB, (x 是 基数 )M， 则 


(1) PP 是 保持 > A- 基 数 的 当 且 仅 当 如 果 G 是 M LH PRR, # 
且 K& 和 66<o(M)， 则 


(8 是 基数 )M o (8 是 基数 )MIC] ; (9.57) 


(2) P 是 保持 > A- 共 尾 的 当 且 仅 当 如 果 G 是 M LH PAREN y 
是 M 中 的 基数 ， 并 且 cf(7)M >r, H 


cf(y)™ = cf(y) “IC. (9.58) 


类 似 于 引 理 9.5.10， 读 者 可 以 证 明 : 
9.6.8. 引 理 令 PeM，G 是 M 上 的 PHAR, FH (s 是 正则 基数 )M， 
则 


(1) 对 任意 6 < o(M) 并 且 6 > k， 假 设 (8 是 正则 的 )M Hw 
(B 是 正则 的 )MIGJ， 那 么 PRH > k- 共 尾 ，; 


(2) R PRH >K-HA, WP HH > k- 基 数 。 


9.6.9. 引 理 wR PEM, (k 是 正则 基数 )M， 并 且 (PP 有 kk- 反 链 性 质 )M， 则 
P 保持 > k- 共 尾 和 > k- 基 数 。 


证 明 . 类 似 于 引 理 9.5.11。 口 


虽然 有 了 引 理 9.6.9, 但 保持 小 于 s 的 基数 依然 是 一 个 问题 。 这 需要 对 PP 
有 更 多 的 要 求 。 回忆 定义 2.2.11, YX 表示 X BY 的 所 有 函数 的 集合 。 对 任 
BUFR a,B ,我 们 在 以 下 引 理 中 也 令 pe 表示 集合 {f | f :a 一 B 是 函数 }， 
而 不 是 序数 的 震 运 算 。 


232 


BM Aiea 


9.6.10. 引 理 假设 w < 入 < o(M)， 并 且 对 任意 序数 a < 和， 和 NM = 
ASN MIG], M 

(1) ”对 任意 极限 序数 < 入， 都 有 cf(7)M = chy)“; 

(2) ”对 任意 6 < 和 A，(B 是 基数 )M SARS (8 是 基数 MA, 
WEAR. 根据 共 尾 和 基数 的 定义 易 证 。 例 如 ， 如 果 6 不 是 基数 ， 则 存在 w < B 


使 得 f : a p 是 双 射 。 而 题 设 告诉 我 们 这 样 的 函数 属于 M 当 且 仅 当 它 属 
于 MIG]。 口 


9.6.11. 定义 令 耻 是 力 迫 而 入 是 基数 ， 称 了 是 -封闭 的 ， 如 果 它 满足 以 下 
条 件 : 


对 任意 a < 和 也 中 长 度 为 a 的 下 降 链 (pe | 上 < a) 都 有 下 界 ， (9.59) 
即 存在 9E 正 使 得 对 任意 上 < a, q< pe。 


9.6.12. 引 理 如 果 入 是 正则 的 ， 则 Funcx(T,.J) 是 和 -封闭 的 。 
证 明 . 显然 , Sg = Ue<ape 即 可 。 口 


9.6.13. 引 理 假设 (P 是 和 -封闭 的 )M， 同 时 假设 A,E€ M 且 (|4| < 和 )™， 
则 如 果 f:A+ER MG] 中 的 函数 ， 那 么 f 也 属于 M. 


证 明 . $ 5 = JAM. 不 妨 假设 4 = 5，, 因为 如 果 不 是 这 样 , 那么 令 g:6 一 4 
MH, WR fog:5 59 EBT M, Wf: ASE hE M.e 

令 r 是 j 的 名 字 。 以 下 我 们 证 明 : WR pl- r 是 6 到 户 的 函数 ， 则 存 
在 函数 h: ô> E MINER q < p 48 git r= ko 

在 M 中 应 用 选择 公理 递归 定义 序列 (pe | E< ô): 


(1) po=p; 


(2) De+l 满足 以 下 条 件 : De+l < De 并 且 存 在 eç E E 使 得 
Desi Ik T(E) = ee; (请 读者 证 明 pe 和 ee 存在 。) 


(3) MR < 6 是 极限 序数 ， 则 取 p, 使 得 对 任意 E< N, Pr < Deo 


这 样 的 p, 存在 是 因为 P 是 和 -封闭 的 。 
定义 户 :6 SEA: h(é)=e, ANS q= ps。 因 为 对 每 一 € 0， 
ql- h(é) = 7(é), (9.60) 
FELA ql- h= ro o 
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9.6.14. 定理 假设 P = Funcs(1,J]) € M, (A > No 是 正则 基数 MM, 
(2<^ 二 和 )M， 并 且 (J| <A)“, DW 巴 保 持 共 尾 并 且 保 持 基 数 。 


证 明 . 如 果 6 < 入， 则 由 于 (P 是 和 -封闭 的 ) ， 根 据 引 理 9.6.13， 耿 满足 引 
理 9.6.10 的 条 件 ， 所 以 命题 成 立 。 如 果 B> A, WAP A (和 +- si 
)Y， 所 以 根据 引 理 9.6.9, P 保持 共 尾 和 基数 。 


9.6.15. 定理 假设 在 M F, P = Funcx(k x 入 ,2)， 其 中 KA 是 基数 并 且 
> 入 二 No， 入 是 正则 的 ，k^ 二 并 且 2<^ 一 和 ， 则 也 保 持 共 尾 和 基数 ， 而 
且 在 MIG] 中 ，2^ = ko。 


WERA. 由 定理 9.6.14, P 保持 共 尾 和 基数 。 

在 MIG] F, +9 = UG, 则 g :x 入 二 EENE sx Aà ERK 
数 。 对 每 一 a < nk, $ ha。 :入 一 2 为 如 下 定义 的 函数 : 对 任意 上 e 入 ， 
ha(€) = g(a,€)o IAFF, (ha | a < K) 就 是 D 中 元 素 的 长 度 为 k 的 序列 。 如 
Raz B, W 

Ems = {p € P | 3€((a,€ ), (2,€))} € dom(p) Ap(a,€) # p(B,€) (9.61) 
是 稠密 集 ， 所 以 (ha | a < k) 是 一 一 序列 ， 故 (2 > x) MIG, 

回 到 M F, P 的 任 一 反 链 的 基数 都 不 大 于 入， 而 |P| = %<* =k, 
所 以 至 多 有 ò =r 个 反 链 ， 所 以 至 多 有 k 个 入 子 集 的 美 名 。 所 以 
(2> < A)YIGI 。( 参 见 引 理 9.5.15。) 口 


9.6.16. 定理 假设 M 是 ZFC 的 可 数 传递 模型 ， 则 分 别 存 在 M 的 脱 殊 扩 
张 满足 以 下 命题 : 
(1) CHA2N = Ns AWK > N1 (2" = max(kt, Ng)); 
(2) CHA2N = N5 A 2%? = Rupi A Vk > No(2" = max(Kt,Nu41)) 3 
(3) 280 = Ng A 2i = Ns A 2 = Nyo 
证 明 . 不 妨 假设 M E GCH. 


(1) © P= Funcw(Ns x 81,2) € M, GAM 上 的 了 P 了 - 脱 殊 滤 。 由 
定理 9.6.15， 立 得 (2 = Ng)MCl, MP 是 Ni- 封闭 的 ， 所 以 由 引 理 9.6.13， 
{0,1}® N M = {0,1} N MJG] HX CH 在 M 中 成 立 所 以 CH 在 
MI[G] 中 成 立 。 假 设 k > Ni, (2° > max(Ns, +))MIG] 是 显然 的 。 而 另 一 
方面 ， 由 于 GCH 在 M 中 成 立 ， 所 以 ((Ng)" = max(Ng,x+))”, BU 
理 5.5.11。 由 定理 9.5.15，(2“ < max(Ng, kt+))MIGI 。 
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(2) 4 P = Funcy, (Nut X N2,2) E M, G 是 脱 殊 滤 ，N = MIG], 
则 与 (1) 类 似 方法 可 证 : 


N E CHA 2™ = RA? = Rupi 
AWK > Xo(2" = max(K*, N41))。 


现在 取 为 基 始 模型 (CAE ZFC 的 可 数 传递 模型 ) 。 令 Q = Func, (Ns x 
Ni,2) E No 


(a) 取 入 = (Ni = R1)”, s= (N5)” = (Ns). Æ M 中 ， 由 于 
GCH R, HA kò =r 并且 2° = 入 。 又 由 于 (P 是 Ns- 封闭 的 )M， 所 
以 在 NN 中 也 有 kò = 并且 2<* = 入。 这 样 ， 应 用 定理 9.6.15，Q 保持 基数 ， 
FEH, WR H ÆN ED Q BRE, WW N[H] F 2 = Ns。 

(b) HF N E CH, 而 {0,1}8° nN = {0,1}? N N[H], ALA 
N[H] F CH. 

(c) BF N E2: = Rops MN CNA] 且 它 们 的 基数 相同 ， 所 
以 N[H] F 2? > Rupe 男 一 方面 ， 据 引 理 9.6.5, Æ N 中 ，Q 是 No-c.c. 
的 。 而 |Q| = Ns)" = Ns， 所 以 在 N 中 ，N2 子 集 的 美 名 至 多 有 (Najie 
个 。 又 由 于 (2% = Nu) ， 所 以 根据 基数 算术 知识 ，(Ns)xa = Rugi, BE 
(252 < Rup). 

(d) 最 后 ， 对 于 s> Na ， 用 与 (c) 类 似 的 计算 N 中 美 名 的 方法 可 
以 证 明 Ve > No(2" = max(k+,Nw+1i))。 


(9.62) 


(3) 首先, + P= Funey, (Nz x N2,2) eM, WEG Æ M EN PH 
TRIE, 令 Mi = M[G], W 


M, E 2% 一 NiA2N = Ny A 2%? = Nyo (9.63) 


接 下 来 以 Mi 为 基 始 模型 ， 令 Pi = Funcn， (Ns x Ni, 2) € Mı, 如 果 G1 是 
M, 上 的 Pi- 脱 殊 滤 , 令 Mz = Mi[G1]， 则 


M3 E 28° = NI 和 2% = Ns A 2M? = Nyo (9.64) 


最 后 ， 令 Ps = Funcwo (Ns x No,2) E€ M2, WR Gs 是 M。 上 的 Po- 脱 殊 滤 ， 
令 Ms = M2[G2]， 则 


Mz E 2 = Ng A 人 2 = Ns A 23? = No (9.65) 
口 
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9.7 习题 
我 们 总 是 假设 M 是 ZFC 的 可 数 传递 模型 。 


9.7.1. € o= (0,4), T= {(0,p),(o,7)}。 根据 p,q,r 是 否 属于 G 的 不 同情 
况 分 别 计算 og, Tao 
9.7.2. 假设 r EZF, G ÆW, 而 a = 7e， 定 义 

T = {(p,p) | 3(0,q) € TAar((p,r) EoAp<rAp<agQ)}e 
WR b= ra, 则 Ua = 5%， 因 此 并 集 公 理 在 M[G] 中 成 立 。 注 意 ， 我 们 并 没 
有 要 求 G 是 脱 殊 的 。 


9.7.3. 定义 一 个 力 迫 PP， 使 得 存在 公式 g(x), PAF r+， 和 不 同 的 P- 脱 殊 
W G,H, Wik: M[G] = M[H], 并 且 , M[G] E elre) 而 MIH]F -p(Tp) 
9.7.4. pE P 称 为 一 个 原子 当 且 仅 当 

-3g,r €P(g<pAr<pAgir). 


显然 正 是 无 原子 的 (定义 9.2.3 当 且 仅 当下 没有 原子 。 证 明 : WR PEME 
pÆ P 的 原子 ， 则 存在 一 个 滤 G eM 使 得 pe G HG 与 任何 P 的 稠密 子 
集 相 交 不 空 。 


9.7.5. 令 P = Func(w,2)。 证 明 存在 一 个 滤 G CP, 使 得 不 存在 传递 N 满 
Æ: MCN, GEeN，NFZEF -Pow 并 有 o(N) = o(M)。 
9.7.6. SERIE Pe M, 任意 语句 yp,y (不 含 自由 变 元 ) ， 以 下 命题 成 立 : 
(1) 不 存在 p 使 得 pit pA 79; 
(2) WR yp,w 是 逻辑 等 值 的 ， 则 pl- yp 当 且 仅 当 pl- y; 
(3) plyny 当 且 仅 当 plH y 并且 pity; 


(4) p Ik ~y 当 且 仅 当 -3g < pq | p); p l- p HENX 
=J < plq iF mp); 
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(5) ply >y ENM -q < plg IF p Aq lF 4); 
(6) plkovy SARS {q< plg- eval y} 是 在 p 下 稠密 的 ; 
(7) pk y e y XERA -4 < pla It pAg It -%) 并 且 
-73g < plq l- ~y Aq IF Y)o 
9.7.7， 对 任意 力 迫 Pe M 和 公式 y(x), 
(1) pl- yze(z) 当 且 仅 当 对 任意 7, pH p(7); 
‘ (2) pl- 3zp(z) HAN {q <p|37€ M?(glH yp(7)} Æ p 下 稠密 


9.7.8. 证 明 引 理 9.5.10,， 即 , $ Pe M 并 且 G 是 M 上 的 P- 脱 殊 渡 ， 
(1) 假设 (s 是 正则 的 )M AIH (s EIEN) MIC], ABA PP 保持 共 尾 ; 
(2) WR P REHE, M 了 保持 基数 ; 
(3) 如 果 卫 保持 基数 ， 则 对 任意 基数 k, KM = kMIG]。 


9.7.9. 假设 P, J € M, (P ZRH), 而 (J| = N). MR (EC 
JAE AAR) MIG], WATE E' © M 使 得 (E' C ENE’ 是 不 可 数 的 )M。 


9.7.10. & P = Func(«,\) € M 并 且 (Xo < K <A)”. 证 明 : 
(1) 入 在 MI[G] 中 是 可 数 的 ; 
(2) M 中 大 于 和 的 基数 都 在 M[G] 中 保持 ; 
(3) 如 果 MFGCH, 则 M[G] FGCH。 


9.7.11. 利用 习题 9.7.10， 找 到 适当 的 M,P 使 得 对 任意 a > 1, M[G] E 
GCH + No = (Ns+a)L。 


9.7.12. 假设 在 M 中 ， 和 是 奇异 基数 ,|I| >A, |J| > 2, P=Func,(/, J), 
则 在 MIG] 中 ， 和 不 是 基数 。 
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